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Prefata

Lucrarea de fata este o sinteza, care trateaza in mod concis, dar si
riguros din punct de vedere matematic, principalele metode numerice
de rezolvare a problemelor de optimizare neliniara. Optimizarea este
un proces de minimizare sau maximizare a unei functii obiectiv si,
in acelasi timp, de satisfacere a unor constrangeri. Natura abunda
de exemple unde un nivel optim este dorit si in multe aplicatii din
inginerie, economie, biologie si numeroase alte ramuri ale stiintei se cauta
regulatorul, portofoliul sau compozitia optim(a).

Lucrarea este construita pe structura cursului de Tehnici de Optimizare,
predat de autor la Facultatea de Automatica si Calculatoare a
Universitatii Politehnica din Bucuresti. Lucrarea se adreseaza studentilor
din facultatile cu profil tehnic sau economic, dar in aceeagi masura si celor
de la programele de master si doctorat cu tematici adiacente. Studentii
ce urmeaza acest curs necesitd cunostinte de algebra liniara (teoria
matricelor, concepte din teoria spatiilor vectoriale) si analiza matematica
(notiuni de functii diferentiabile, convergenta girurilor). Sco- pul lucrarii
este prezentarea unei introduceri in metodele numerice de rezolvare a
problemelor de optimizare care serveste la pregatirea studentilor pentru
dezvoltarea si adaptarea acestor metode la aplicatii specifice ingineriei si
altor domenii. Tematica include elemente de optimizare continua ce se
concentreaza in special pe programarea neliniard. In acest sens, structura
lucrarii este divizata in trei parti majore:

Partea 1. Introducere - se prezinta formularea matematica a unei
probleme generale de optimizare cu notiunile asociate i se introduc
principalele concepte legate de convexitate (caracterizari i proprietati
ale multimilor gi functiilor convexe).

Partea II: Optimizare fara constrangeri - se prezinta proprietatile
de baza ale solutiilor si metodelor numerice, conditiile necesare si
suficiente de optimalitate pentru o solutie in cazul problemelor convexe
si nonconvexe, analiza metodelor de cautare de-a lungul unei directii
de descregtere (metoda gradient, Newton), reguli de selectare a marimii
pasului (conditiile Wolfe, algoritmul de backtracking), aplicatii in
estimare si metoda celor mai mici patrate.



Partea III: Optimizare cu constrangeri - se prezinta conditiile necesare si
suficiente de optimalitate pentru o solutie in cazul problemelor convexe si
nonconvexe avand constrangeri (conditiile de tip Karush-Kuhn-Tucker).
Se analizeaza metode bazate pe functii de penalitate si bariera, metode
de punct interior si metode de programare patratica secventiala pentru
probleme generale de optimizare cu constrangeri sub forma de egalitati
si inegalitdti. In final, se prezintd formularea sub forma unei probleme
de optimizare a unei probleme de control optimal cu orizont finit si
rezolvarea numerica cu metodele prezentate.

Prin teoria si exemplele expuse in aceasta lucrare se urmareste
familiarizarea studentilor cu formularea corecta a unei probleme de
optimizare, identificarea tipului unei probleme (convexa sau nonconvexa,
cu sau fara constrangeri) i rezolvarea numerica a unei probleme. Sunt
descrigi principalii algoritmi numerici de optimizare (algoritmi de tip
directie de descrestere, e.g. gradient sau Newton, de punct interior)
pentru care se analizeaza convergenta si necesarul de calcul. Algoritmii
prezentati sunt apoi testati pe aplicatii practice, in particular din
inginerie. Pe tot parcursul cartii se prezinta multe exemple de aplicatii
si exercitii rezolvate, tratate amanuntit, pentru a face mai accesibila
intelegerea teoriei gi a conceptelor introduse, §i pentru a ajuta studentul
sa inteleaga subtilitatile inerente unei discipline avandu-si originea in
matematica aplicata.

Desi lucrarea de fata adreseaza technici si algoritmi de optimizare
standard, regasiti in majoritatea literaturii de specialitate [2,9,11,13],
am intentionat de asemenea ca ea sa reflecte punctul de vedere modern in
acest domeniu. In acest sens, unul din principalele aporturi il reprezinta
conexiunea dintre caracterul analitic al unei probleme de optimizare,
exprimat prin conditiile de optimalitate, si analiza algoritmilor numerici
de optimizare folositi pentru rezolvarea problemei. Mai mult, conditiile
de optimalitate si algoritmii numerici corespunzatori problemelor de
optimizare constranse sunt prezentate ca o generalizare a conditiilor
de optimalitate si respectiv a algoritmilor numerici dezvoltati pentru
probleme de optimizare fara constrangeri. Aceasta abordare ofera lucrarii
o structura simpla care faciliteaza intelegerea teoriei prezentate dar si
posibilitatea dezvoltarii de noi rezultate in acest domeniu.

Ca o concluzie, lucrarea de fata reprezinta un mixt reusit intre
rigurozitatea matematica si practicalitatea inginereasca ce conduce la



7

insugirea cu usurinta si manipularea eficace a unor tehnici de optimizare
neliniara moderne. De aceea, consideram ca aparitia aceastei carti este
extrem de utila, in primul rand studentilor, datorita continutului si
stilului adecvat acestei audiente.

Autorul le este recunoscator referentilor stiintifici prof. univ. dr. C.
Oara gi prof. univ. dr. B. Dumitrescu pentru sugestiile si observatiile
extrem de valoroase pe care le-au oferit pe parcursul conceperii acestui
material. Multumiri sunt aduse gi studentilor care de-a lungul timpului
au contribuit cu observatii pertinente la imbunatatirea expunerii acestei
lucrari.

Ion Necoara
mai 2018
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Lista de notatii

e Vectori

R mul{imea numerelor reale; R = R U {co}

R™ spatiul Euclidian n dimensional al vectorilor coloana z cu n
componente reale x; € R pentru orice e =1,...,n

Span(S) subspatiul liniar generat de vectorii din multimea S C R”

e;, cut=1,...,n, baza standard a lui R” si e vectorul din R" cu
. v . n
toate intrarile 1, anume e = ) 7", ¢,

(x,y)y = a7y = > | x;y; produsul scalar a doi vectori z,y € R"

|z = (z,9)Y? = (32, 2?)Y? norma Euclidiand a vectorului
r € R

|z]l, = (O, |zi[P)YP norma p a vectorului z € R", unde p > 1;
in calcule se utilizeaza in special normele ||z[ly = > 0 |z, [|z|l2 =
]l st f|#]loc = maxizy, _n |2l

V oricare ar fi si 3 exista
Matrice

R™™ spatiul Euclidian al matricelor cu m linii §i n coloane cu
elemente a;; € R pentru oricet =1,... , msij=1,...,n

S™ spatiul matricelor simetrice cu n linii gi coloane

A+ 0 (A=0) matrice pozitiv (semi)definita

S% spatiul matricelor pozitiv semidefinite

I,, matricea identitate de ordinul n

a;j sau A;; elementul matricei A situat in linia ¢ si coloana j

AT transpusa matricei A, iar A7!/AT inversa/pseudoinversa
matricei A; A7T = (A™H)T = (AT)!

Tr(A) urma matricei patrate A, anume suma elementelor de pe
diagonala principala



det(A) determinantul matricei patrate A

Ai(A) valorile proprii ale unei matrice simetrice de dimensiune n
ordonate crescator; Amin = A1 §1 Admax = A

0;(A) valorile singulare ale matricei A ordonate crescator
rang(A) rangul matricei A (numarul valorilor singulare nenule)
kern(A) nucleul matricei A

(A, B) = Tr(AT B) produsul scalar a doui matrice reale

|Allr = (A, A)Y2 norma Frobenius; avem relatia ||A|r =
(3" 02)Y/2, unde r este rangul lui A

i=1

Functii

C* clasa functiilor diferentiabile de k ori, cu derivata de ordinul k
continua

functia scalara f : R — R are domeniul efectiv domf = {z € R" :

f(x) < oo}

infaex f(x) = inf{f(z): = € X} infimul functiei f peste multimea
X; cand infimul se atinge, atunci folosim “min” in loc de “inf”

Vf(x) € R" gradientul functiei f, anume (V f(x)); = %(m) pentru
oricet=1,...,n

matricea simetrica V2f(z) € S™ este Hessiana functiei f, anume

(V2f(x))y; = %g;j(x) pentru orice 4,5 =1,...,n

Vh(z) € RP*™ Jacobianul functiei vectoriale h : R" — RP cu h =
[hi ... hy|T, anume (Vh(x));; = 9% (z) pentru orice i = 1,...,p si
j=1....n

L(x, A\, p) Lagrangianul si V,L(z, A\, pn) = g—f(x,)\,u) derivata
partiala in raport cu x

q(A, p) functia duala
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e Prescurtari
e.g. de exemplu (ezempli gratia)
i.e. adica (id est)
NLP programare neliniara (NonLinear Programming)

UNLP programare neliniara fara constrangeri (Unconstrained
NonLinear Programming)

QP programare patratica (Quadratic Programming)
LP programare liniara (Linear Programming)

CP programare convexa (Convex Programming)
KKT Karush-Kuhn-Tucker

DVS descompunerea valorilor singulare
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Introducere






Capitolul 1

Teorie convexa

In acest capitol vom prezenta notiunile de baza din teoria multimilor
convexe si a functiilor convexe. Aceste notiuni vor fi utilizate deseori in
capitolele urmatoare. Prezentarea realizata in acest capitol este foarte
concisa, dar in acelagi timp suficienta pentru scopul declarat al lucrarii.
O detaliere a teoriei convexitatii poate fi gasita in cartea clasica a lui
R.T. Rockafellar, Convex Theory [14].

Definim mai intai conceptele algebrice de baza, cum ar fi multimile
convexe, hiperplane, conuri, inegalitati de matrice, dar si concepte
topologice cu privire la conservarea convexitatii sau separarea prin
hiperplane. Apoi continuam cu teoria functiilor convexe si in special
cu acele conditii de caracterizare a functiilor convexe.

In cadrul acestei lucriri fixim simpla conventie de a considera vectorii
x € R™ vectori coloani, adicd z = [z; ... z,|T € R™ In spatiul Euclidian
R™ produsul scalar este definit dupa cum urmeaza:

(w,y) =a"y = wy:
=1

Unde nu se specifica, norma considerata pe spatiul Euclidian R" este
norma Euclidiana standard (adica norma indusa de acest produs scalar):

2]l = v/ (2, 2) =

Conceptele standard din algebra liniara i analiza matematica folosite
sunt prezentate in Apendice.
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1.1 Teoria multimilor convexe

1.1.1 Multimi convexe

Multimile convexe au un rol important in teoria optimizarii. Incepem
acest capitol cu prezentarea notiunilor fundamentale din teoria
multimilor convexe.

Definitia 1.1.1 O multime S C R" este afina daca pentru oricare doi
vectori x1, Ty € S i orice scalar « € R avem axy + (1 — a)zg € S (i.e.
dreapta generatd de oricare doud puncte din S este inclusd in S).

Figura 1.1: Multime afind (dreapta) generatd de doud puncte x1 = [0.5 4]7
si 1o =[5 3]T.

De exemplu, dreapta generata de doua puncte este multime afina (vezi
Fig. 1.1). Multimea solutiilor unui sistem liniar Az = b, unde A € R™*"
si b € R™, este multime afina, i.e. multimea {z € R": Az = b} este
afina.

O combinatie afina de p vectori {x1,...,z,} C R" este definita astfel:

P P
E o;z;, unde E o, =1,a; € R
i=1 i=1

Acoperirea afing a multimii S C R™, notata Aff(S), reprezinta multimea
ce contine toate combinatiile afine finite posibile ale punctelor din S:

AH(S):{ Z ou;x; s T €8, Zaizl, aiER}.

i€T, T finitid ieT
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Cu alte cuvinte, Aff(S) este multimea afina cea mai mica ce o contine pe
multimea data S.

Definitia 1.1.2 Multimea S C R"™ se numeste convera daca pentru
oricare doud puncte x1,x2 € S gi un scalar o € [0, 1] avem axy +
(1 —a)zy € S (i.e. segmentul generat de oricare doua puncte din S
este inclus in S, vezi Fig. 1.2).

Figura 1.2: Exemplu de multime convexrd (stanga) si mulfime neconverd
(dreapta).

Rezulta imediat ca orice multime afina este multime convexa. Mai
departe, o combinatie convexa de p vectori {zy,---,z,} C R" este
definita de expresia:

p p
E a;r;, unde E a; =1, oy > 0.
i=1 i=1

Acoperirea convexd a multimii S, notata Conv(S), reprezinta multimea
ce contine toate combinatiile convexe finite posibile ale punctelor
multimii S, i.e. multimea:

Conv(S) = Z T T € S,Zai =10, >0

i€Z,T finit ieT

Se observa ca acoperirea convexa a unei mulfimi este cea mai mica
multime convexa ce contine multimea data (vezi Fig. 1.3). Rezulta
ca daca S este convexa, atunci acoperirea convexa a lui .S coincide cu S.

Teorema 1.1.1 (Teorema lui Caratheodory) Daca S C R" este o
mulfime convexd, atunci orice element din S este o combinafie convexad
de cel mult n + 1 vectori din S.
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Figura 1.3: Acoperirea convexrd a unei multimi neconveze S.

Un hiperplan este o multime convexa definita de relatia (vezi Fig. 1.4):
{xER”:aszb} a#0,aeR" beR.
Un semiplan este multimea convexa definita de relatia (vezi Fig. 1.4):
{xER”:aTmZb} sau {xE]R":aTa:Sb},

in care a # 0,a € R" ¢i b € R.

a’ x=b

Figura 1.4: Hiperplanul definit de a*x = b si semiplanele corespunzitoare.

Un poliedru este multimea convexa definita de un numar p de hiperplane
si/sau un numar m de semiplane:

{xE]R":aZszbiVizl,...,p, c;rxgdjijl,...,m},
sau Intr-o forma compacta

{r eR": Az =0, Cax<d}.
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O alta reprezentare a poliedrului poate fi data de varfurile (punctele de
extrem) sale:

{iawi—l—iﬂjﬁ . iai = ]_, ; 2 076]’ ZO V’L,j},
1=1 j=1 i=1

unde v; se numesc varfuri (numite si noduri), iar r; sunt raze afine. Un
politop reprezinta un poliedru marginit si in acest caz el este definit numai
de varfuri (vezi Fig. 1.5).

v2 a,
v3 a;
vl
a,
r2
rl a2
a3

Figura 1.5: Poliedru nemarginit generat de trei varfuri si doud raze afine
(stanga); poliedru marginit (politop) format din intersectia a cinci semiplane
(dreapta).

O bila cu centrul in punctul xqg € R™ gi raza r > 0 definita de norma
Euclidiana || - || este o multime convexa data de relatia:

B(zg,r) ={z € R": ||z — x| <71}

sau, in mod echivalent:
B(zg,r) ={z € R" : . = ¢ + ru, ||ul]| < 1}.
Un elipsoid este multimea convexa definita astfel:
{zeR": (z —20)"Q "z —x0) <1} = {wo+ Lu: |ul| <1},

unde () este o matrice simetrica pozitiv definita (notatie @ > 0) si Q =
LT L, pentru o anumita matrice L.
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1.1.2 Conuri

Definitia 1.1.3 O multime K se numeste con daca pentru orice v € K
si v € Ry avem ax € K. Conul K se numeste con convezr daca in plus
K este multime convexa.

Combinatia conica de p vectori {xy,---,z,} C R™ este definita in felul
urmator:

p
E a;r;, unde «; >0 Vi.
i=1
Acoperirea conicd a unei multimi S, notata Con(.S), reprezinta multimea
ce contine toate combinatiile conice finite posibile cu elemente din S:

Con(S) = { Z ax; s wp €8 o > O} )
€7, finit

Se observa ca acoperirea conica a unei multimi reprezinta cel mai mic
con ce contine multimea data (vezi Fig. 1.6). Pentru un con K

Figura 1.6: Acoperirea conica generata de doi vectori x1 §i xo (stanga);
acoperirea conica generatd de mulfimea S (dreapta).

dintr-un spatiu Euclidian inzestrat cu un produs scalar (-,-), conul dual
corespunzator, notat K*, este definit astfel:

K ={y: (z,y) >0Vr € K}.

Observam ca conul dual este intotdeauna o multime inchisa. Folosind
relatia (z,y) = ||z| - ||y|| cos Z(x,y), ajungem la concluzia ca unghiul
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dintre un vector ce apartine conului K si unul ce apartine conului K*
este mai mic decat 7. Dacd conul K satisface conditia K = K™, atunci
multimea K se numeste con auto-dual.

Exemplul 1.1.1 Prezentam in cele ce urmeaza cateva exemple de
Conuri:

1. Multimea R™ este un con, iar conul sau dual este (R™)* = {0}.

2. R? ={x e R": 2 > 0} se numeste conul orthant si este auto-dual
in raport cu produsul scalar wzual (x,y) = 2Ty, i.e. (RL)* =R".

3. L = {27 )" e R"™ :||z|| <t} se numeste conul Lorentz sau
conul de inghetata si este, de asemenea, auto-dual in raport cu
produsul scalar ([z7 t]7, [y v]T) = 2Ty + tv, i.e. (L") = L" (vez

Fig. 1.7).

4. 8% = {X€S": X >0} reprezinta conul semidefinit si este
auto-dual in raport cu produsul scalar (X,Y) = Tr(XY), i.e.
(S7) = ST.

14
0.54

Figura 1.7: Conul Lorentz pentru n = 2.
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1.1.3 Operatii ce conserva convexitatea multimilor

Enumeram cateva operatii pe multimi care conserva proprietatea de
convexitate:

1.

Intersectia de multimi convexe este o multime convexa, i.e. daca
familia de multimi {S;}icz este convexa, atunci si (),.;S; este
convexa.

Suma a doua multimi convexe S; i Sy este de asemenea convexa,
i.e. multimea S1+S; ={x +y: = € S,y € Sa} este convexa. Mai
mult, multimea oS = {ax : x € S} este convexa daca multimea S
este convexa si a € R.

. Translatia unei multimi convexe S este de asemenea convexa, i.e. fie

o functie afina f(x) = Az +b, atunci imaginea lui S prin f, f(S) =
{f(z): x € S}, este convexir. Similar, preimaginea: f~(S) = {z :
f(z) € S} este si ea convexa.

Definim o functie p: R**!' — R" cu dom p = R™® x R, prin
p(z,t) = z/t, numita si functie de perspectiva. Aceasta functie
scaleaza (normalizeaza) vectorii astfel incat ultima componenta sa
fie 1, care apoi este eliminata (functia returneaza doar primele
n componente din vectorul normalizat). Daca C' C dom p
este o multime convexa, atunci imaginea sa prin p, p(C) =
{p(z) : x € C'} este o multime convexa.

O functie liniar-fractionala este formata prin compunerea functiei
perspectiva cu o functie afina. Fie o functie afind ¢g: R* — R™ "L

anume: o[l

unde A € R™" b e R™ c € R" si d € R. Functia f: R" — R™
data de f =pog, i.e.

f(@)=(Az+b)/(c"z +d), dom f={zeR": 'z+d>0}

se numeste functie liniar-fractionala. Astfel, daca multimea C' este
convexa si apartine domeniului lui f,i.e. ¢foz+d > 0 pentruz € C,
atunci imaginea sa prin f, f(C), este convexa.
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Inegalitati Matriceale Liniare (Linear Matriz Inequalities
(LMI)): Se poate arata usor ca multimea matricelor pozitiv
semidefinite (notatie S7) este convexa. Consideram o functie G : R™ —
ST, G(x) = Ag + Zfll x;A;, unde x; sunt componentele unui vector
x € R™, iar matricele Ag, -, A,, € S™ sunt simetrice. Expresia

G(x)=0

se numeste inegalitate matriceala liniara (LMI). Aceasta definegte o
multi- me convexa {z € R™ : G(2)%=0}, cu rolul de preimagine a lui

S* prin G(z).

Stabilitatea sistemelor: Fie un sistem liniar discret invariant in timp
Zep1 = Az,

unde A € R™*"= gi z reprezinta starea sistemului la pasul ¢. Acest

sistem este asimptotic stabil (adica tlim 2 = 0 pentru orice stare initiala
— 00

zp € R") daca si numai daca exista o functie Lyapunov patratica V' (z) =

2T Pz astfel incat:

V(z) >0 VzeR" g1 V(z41) —V(z) <0 Vt>0.
Aceste inegalitati de matrice pot fi exprimate ca (LMI):
ATPA—P <0 s P>0.

In mod echivalent, sistemul este asimptotic stabil dacd max |[\;(A4)] < 1
= n

(i.e. toate valorile proprii ale matricei A sunt incluse strict in cercul
unitate). In reglarea automata (control) intalnim adesea si inegalitati

matriceale cu necunoscutele P si R, de forma:
P—ATR'A -0, P~0

ce pot fi scrise (prin folosirea complementului Schur), in mod echivalent
ca un LMI:

P AT
A R

| -

Teorema 1.1.2 (Teorema de separare cu hiperplane) Fie Sy §i Sy
doud mulfimi convezxe astfel incdat SNSy = 0. Atunci, existd un hiperplan
ce separd aceste multimi, i.e. exista a # 0,a € R™ gi b € R astfel incat
a’xz > b oricare ar fix € Sy si a’x < b oricare ar fi x € S.
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Figura 1.8: Teorema de separare cu hiperplane.

In Fig. 1.8 putem observa ca pentru exemplul din dreapta multimea S;
nu poate satisface teorema de separare cu hiperplane deoarece nu este
convexa.

Teorema 1.1.3 (Teorema de suport cu un hiperplan)

Fie o multime convexa S §i xo € bd(S) = cl(S) — int(S). Atunci,
exista un hiperplan de suport pentru S in punctul xo, adica ezista
a+#0,a € R" astfel incat a”x > a’zy oricare ar fiz € S.

1.2 Teoria functiilor convexe

1.2.1 Functii convexe

In cadrul acestei lucrdri ne vom concentra atentia preponderent asupra
conceptelor, relatiilor si rezultatelor ce implica functii al caror codomeniu
este inclus in R = R U {+occ}. Pentru inceput, o observatie importanta
pentru rigurozitatea rezultatelor ce urmeaza este aceea ca domeniul
efectiv al unei functii scalare f se poate extinde (prin echivalenta) la
intreg spatiul R™ prin atribuirea valorii +oco functiei in toate punctele din
afara domeniului siu. In cele ce urmeazi considerim cd toate functiile
sunt extinse implicit. O functie scalara f : R” — R are domeniul efectiv
descris de multimea:

domf ={x eR": f(x) < +oo}.
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Definitia 1.2.1 Functia f se numeste convexa daca domeniul sau efectiv
domf este o multime convexa st urmatoarea relatie are loc:

flaxs + (1= a)zs) < af(z) + (1 — @) f(z2),
pentru orice x1,x9 € domf si o € [0, 1]. Daca in plus
floaxy + (1 = a)zs) < af(z1) + (1 — @) f(z2),

pentru orice x1 # w9 € domf si o € (0, 1), atunci f se numeste functie
strict convexa.
Daca exista o constanta o > 0 astfel incat

o
flazy + (1 = a)an) < af(2) + (1 - @) f(z2) = Sa(l - a)flzr — %,
pentru orice x1,ry € domf si o € [0, 1], atunci f se numegte functie

tare convera.
O functie f se numeste concava daca —f este convexd.

f(x)=x°
1

0.9r
0.81
0.7r

0.6 o flx,)+(1-01) f(x,)

0.5r

0.4r
L R e .
0.31 '

0.2r
f(x,) - mmmmmmme :
0.1p

: o x, +(1-a)x,)

o 05 0 05 1
Figura 1.9: Exemplu de functie convexd f(x) = x2.
Exemplul 1.2.1 Dam in continuare cateva exemple de functii convexe:

1. Functia definita de orice norma este conveza, i.e. f(x) = ||| este
conveza pe R™.
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2. Functia mazx definita astfel f(x) = max{z,...,x,} este converd
pe R™.
3. Functia f(X) = —logdet(X) este convexa pe spatiul matricelor

pozitiv definite ST __ .

4. Functia data de media geometrica f(x) = ([, xi)l/" este concava
pe R% .

Inegalitatea lui Jensen este o generalizare a definitiei anterioare si ne
spune ca f este o functie convexa daca si numai daca domf este multime

convexa si
p p
f (Z Oéﬂz’) < Zaif(xi)
i=1 i=1

pentru orice x; € domf si Y5, a; = 1 cu a; € [0, 1] pentru
orice ¢ = 1,...,p. Interpretarea geometrica a convexitatii este foarte
simpla. Pentru o functie convexa, fie doua puncte din domeniul sau
x1, 29 € domf, atunci valorile functiei evaluate in punctele din intervalul
[z1, xo] sunt mai mici decat cele de pe segmentul cu capetele (zq, f(x1))
i (xq, f(x2)). Cu alte cuvinte, valorile functiei (convexe) in punctele
azy + (1 — a)zy, pentru o € [0, 1], sunt mai mici sau egale cu inaltimea
corzii ce uneste coordonatele (z1, f(x1)) si (x2, f(22)) (vezi Fig. 1.9).

Remarca 1.2.1 O functie f : R® — R este convexd dacd si numai
daca restrictia domeniului sau la o dreapta (care intersecteaza domeniul)
este, de asemenea, convexa. Cu alte cuvinte, f este convexd daca si
numai daca oricare ar fi v € domf si o directie d € R"™, functia scalara
g(t) = f(z + td) este convexa pe domeniul {t € R : x + td € domf}.
Aceasta proprietate este utila in anumite probleme in care se doreste sda
se arate convexitatea unei functii.

1.2.2 Conditii de ordinul I pentru functii convexe

In aceasti sectiune prezentam conditiile de convexitate de ordinul intai
pentru functii diferentiabile:

Teorema 1.2.1 (Convexitatea functiilor de clasa C")

Presupunem ca functia f : R™ — R este continuu diferentiabila si
domf este o mullime convera. Atunci, f este convexd dacd $i numai
daca:

fxa) > fz1) + V()" (22 — 1) Vay, 25 € domf. (1.1)
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Demonstratie: Mai intai demonstram ca daca functia este convexa
atunci inegalitatea precedenta are loc. Din convexitatea lui f rezulta ca
pentru orice z1,xy € domf gi oricare a € [0, 1] avem:

[z +alzy —x1)) = f(21) < a(f(x2) — f(21)).

Pe de alta parte, avem ca:

Vf(x1)" (x2 — 1) = lim [y + alry — x1)) — f(21)

a—+0 (6%

< [(w2) = f(21).

de unde rezulta inegalitatea (1.1).

Pentru implicatia inversa, se observa ca pentru orice z = x1+a(ry—x1) =
(1—a)x1+ax, se satisface relatia f(2) < (1—a) f(z1)+af(xs). De aceea,
prin aplicarea relatiei (1.1) de doua ori in punctul z se obtin urmatoarele
inegalitati: f(z1) > f(2)+Vf(2)" (x1—2) si f(z2) = f(2) +V f(2)" (22—
z). Prin inmultirea cu ponderile (1—«) si « si apoi, insumarea celor doua
relatii avem:

(1= a)f(z1) +af(xs) > f(2) + V()" [(1 = a)(@) = 2) + oz — 2)].

~
=(1-a)z1+ary—2=0

O

Interpretarea relatiei anterioare este foarte simpla: tangenta la graficul
unei functii convexe in orice punct se afla sub grafic. O consecinta
imediata a acestei teoreme este urmatoarea inegalitate: fie f : R® — R
o functie convexa de clasa C*, atunci

(Vf(z1) = Vf(za), 21 —x9) >0 V1,29 € domf.

1.2.3 Conditii de ordinul II pentru functii convexe

Teorema 1.2.2 (Convexitatea functiilor de clasa C?)

Fie o functie f : R" — R de doud ori continuu diferentiabild si
presupunem ca domf este mulfime convexa. Atunci f este convexa daca
st numai daca pentru orice x € domf matricea Hessiand este pozitiv
semidefinita, adica:

V2f(z)=0 Vax € domf. (1.2)
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Demonstratie: Mai intai aratam ca daca functia este convexa atunci
inegalitatea anterioara are loc. Folosim aproximarea Taylor de ordin II
a lui f In punctul x Intr-o directie arbitrara d € R":

flx+td) = f(x) +tV f(z)"d+ %tszVQf(x)d + R d||*).

De aici obtinem:
2] 712
R _

2=

.2 .
ATV () = Jimy 2 (1)~ () 1V 0} d) + iy
>0, datorita (1.1). ~0

i deci Vf(2)%=0. Pe de altd parte, pentru demonstratia implicatiei
inverse, folosim expresia restului Taylor pentru un parametru « € [0, 1]:

fl@2) = f(@1) + Vf(21)" (22 — 21) +

%(ﬁz — 1)V f (@1 + alzy — 21)) (22 — 21)

>0, datogta (1.2).
> [(x1) + Vf(21)" (w2 — 21)

si apoi utilizam conditiile de ordinul I pentru functii convexe. 0

Exemplul 1.2.2

1. Functia f(x) = —log(x) este converd pe Ry, = {z € R: x> 0}
deoarece V?f(x) = &5 > 0 oricare ar fi x > 0.

2. Functia patratica f(z) = %xTQx + qfx + r este convexd pe R"
daca st numai daca Q3=0, deoarece pentru orice x € R™ Hessiana

Vif(x) = Q (dacd Q este simetricd).

3. Se observa ca orice functie afina este convexa si, de asemenea,
concava.

. T o .
4. Functia f(x,t) = == este convexd pe R"x (0, 0o) deoarece matricea
Hessiana ) )
i _t_Q‘T:|
2

—za’ t%xTx

Vif(x,t) = {
este pozitiv definita pe aceasta multime. Pentru a scoate in evidenta
acest lucru, se inmulteste la dreapta si la stanga cu un vector v =
27 s € R™ de unde rezulta v V2 f(z,t)v = Z|tz — sz[|? > 0
daca t > 0.
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5. Conditia domf multime convexa impusa in toate teoremele
precedente este necesard. De exemplu, consideram functia f(z) =
1/2% avind domf = R\ {0} multime neconvexd. Observam cd

Hessiana V*f(x) = %%0, dar functia nu este convexd.

Teorema 1.2.3 (Convexitatea multimilor subnivel) Pentru  un
scalar ¢ € R, multimea subnivel {z € domf : f(z) < ¢} a unei functii
convexe f : R™ — R este convexa.

Demonstratie: Daca f(z1) < ¢ si f(z2) < ¢ atunci pentru orice
a € [0, 1] functia f satisface de asemenea:

f((l =)z +axs) < (1—a)f(z) +af(z) < (1 —a)c+ ac=c.
U

Multimile izonivel (contururile) unei functii f : R” — R sunt multimile

de forma {z € R": f(z) = c}.
Epigraful functiei: Fie o functie f : R" — R, atunci epigraful (numit
si supragrafic) functiei este definit ca fiind urmatoarea multime:

epif = {[z" {]" e R"™: z € domf, f(z)<t}.

Teorema 1.2.4 (Proprietatea de convexitate a epigrafului)
O functie f : R® — R este convexa daca si numai daca epigraful sau
este o multime convexa.

1.2.4 Operatii ce conserva convexitatea functiilor

In cele ce urmeaza prezentam cateva operatii pe functii convexe care
conserva proprietatea de convexitate:

1. Daca fi si fo sunt functii convexe si a1, an > 0 atunci aq f; + as fo
este de asemenea convexa.

2. Daca f este convexa atunci g(z) = f(Axz + b) (adicd compunerea
unei functii convexe cu o functie afind) este de asemenea convexa.

3. Fie f : R xR™ — R astfel incat functia f(-, y) este convexa pentru
orice y € S C R™. Atunci urmatoarea functie este convexa:

g(x) = sup f(z,y).
yes
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4. Compunerea cu o functie convexa monotona unidimensionala: daca
f :R" — R este convexa si g : R — R este convexa si monoton
crescatoare, atunci functia gof : R” — R este de asemenea convexa.

5. Dacd ¢ si f sunt multidimensionale, ie. g¢: R¥ — R, iar
f: R — RF, atunci pentru functia h: R® — R, h = go f, i.e.
hzx) = g(f(x)) = g(fi(@),..., fu(z)), unde f;: R* — R, putem

afirma:

(i) h este convexa daca ¢ este convexa, g este monoton
crescatoare, in fiecare argument, iar toate functiile f; sunt
convexe

(ii) h este convexa daca g este convexa, g este monoton crescatoare
in fiecare argument, iar toate functiile f; sunt concave.

Functii conjugate: Fie functia f: R” — R, atunci functia conjugata,
notata cu f*, se defineste prin

fy)= suwp y'o—f(x).
x€dom fT
F(zy

Din discutia precedenta rezulta ca functia conjugata f* este
convexa indiferent de proprietatile lui f.  Mai mult, domf* =
{y e R": f*(y) finit}. O altd consecinta evidenta a definitiei este
inegalitatea Fenchel:

fx)+ f*(y) > y'r Vo € domf, y € domf*.

Exemplul 1.2.3 Pentru functia patratica conveza f(z) = %xTQx, unde
Q@ = 0, functia conjugata are expresia:

* 1 —
[y)=5y'Q7y.
Pentru functia f(x) = —logx, conjugata sa este data de expresia:

[ y) = Surg(a?y +logz) =
>

—1 —log(—y) dacay <0
00 altfel.



Capitolul 2

Concepte fundamentale din
teoria optimizarii

In cadrul acestui capitol prezentam o scurta istorie a evolutiei optimizarii
si apoi introducem conceptele fundamentale ale unei probleme de
optimizare (valoarea optima, puncte de extrem, multimea fezabild)
impreuna cu principalele clase de probleme de optimizare (probleme de
optimizare neliniare, liniare, convexe, patratice).

2.1 Evolutia teoriei optimizarii

Optimizarea are aplicatii in extrem de numeroase domenii, dintre
care putem aminti urmatoarele (aplicatii concrete din inginerie sunt
prezentate in Capitolul 14):

- economie: alocarea resurselor in logistica, investitii, calcularea unui
portofoliu optim;

- stitntele exacte: estimarea si proiectarea de modele pentru seturi
de date masurate, proiectarea de experimente;
) 7

- inginerte:  proiectarea si operarea in domeniul sistemelor
tehnologice (poduri, autovehicule, dispozitive electronice),
optimizarea motoarelor de cautare, control optimal, procesarea de
semnale.

Aparitia teoriei optimizarii in problemele de extrem
(minimum/maximum) dateaza cu cateva secole inaintea lui Hristos.
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Matematicienii din Antichitate manifestau interes pentru un numar
de probleme de tip izoperimetric: de exemplu care este curba inchisa
de lungime fixatd ce inconjoard suprafata de arie maximi? In
aceasta perioada au fost folosite abordari geometrice pentru rezolvarea
problemelor de optimizare si determinarea punctului de optim. Cu
toate acestea, o solutie riguroasa pentru aceste tipuri de probleme
nu a fost gasita pana in secolul al XIX-lea. Problema izoperimetrica
isi are originile in legenda reginei Dido, descrisa de Virgil in FEneida.
In primul capitol, Virgil ne povesteste cum, tinuta in captivitate de
propriul sau frate, regina evadeaza si stabileste fundatia viitorului oras
al Cartaginei prin delimitarea sa cu fasii din piele de bizon. In acest fel
ia nastere problema Inconjurarii unei suprafete de arie maxima avand
constrangerea ca perimetrul figurii rezultate sa fie constant. Legenda
spune ca fenicienii au taiat pielea de bizon in fasii subtiri si, In acest
fel, au reusit sa ingradeasca o suprafata foarte mare. Nu este exclus
faptul ca supusii reginei sa fi rezolvat o versiune practica a problemei.
Fundatia Cartaginei dateaza din secolul al IX-lea 1.H. cand nu exista
nici o urma a geometriei Euclidiene. Problema reginei Dido are o solutie
unica in clasa figurilor convexe cu conditia ca partea fixata a frontierei
sa fie o linie convexa poligonala.

Figura 2.1: Problema reginei Dido (problema izoperimetrica).

Exista gi alte metode pe care matematicienii din perioada ce preceda
calculul diferential le foloseau pentru a rezolva probleme de optimizare, si
anume abordarile algebrice. Una dintre cele mai elegante este inegalitatea
mediilor:
Tyt
ST > () Yy >0, n > 1,
n
satisfacuta ca egalitate daca si numai daca 7 = --- = x,. O simpla
aplicatie este urmatoarea: pentru a arata ca din multimea tuturor
dreptunghiurilor cu arie fixa, patratul are cel mai mic perimetru, putem
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folosi aceasta simpla inegalitate algebrica: daca notam cu x si y laturile
dreptunghiului, atunci problema se reduce la a determina anumite valori
pentru z si y astfel incat sa se minimizeze perimetrul 2(x + y) cu
constrangerea xy = A, unde A este aria data. Din inegalitatea mediilor

avem
Tty

2

> /7y = VA,

cu egalitate dacd z = y = v/A, adici figura este un patrat.

Optimizarea deciziilor a devenit o gtiinta incepand cu a doua jumatate
a secolului XIX-lea, perioada in care calculul diferential a fost puternic
dezvoltat. Folosirea metodei gradient (adica utilizarea derivatei functiei
obiectiv) pentru minimizare a fost prezentata de Cauchy in 1847.
Metodele de optimizare moderne au fost pentru prima data propuse
intr-o lucrare de Courant (1943) unde a fost introdusa notiunea de
functie penalitate, in lucrarea lui Dantzig (1951) unde a fost prezentata
metoda simplex pentru programare liniara si la Karush-Kuhn-Tucker care
deriveaza conditiile de optimalitate KK'T pentru probleme de optimizare
constransa (1939,1951). Apoi, in anii 1960 au fost propuse foarte multe
metode pentru a rezolva probleme de optimizare neliniara: metode
pentru optimizare fara constrangeri, cum ar fi metoda gradientilor
conjugati data de Fletcher si Reeves (1964), metode de tip quasi-Newton
data de Davidon-Fletcher-Powell (1959). Metode de optimizare cu
constrangeri au fost propuse de Rosen (metoda gradientului proiectat),
Zoutendijk a propus metoda directiilor fezabile (1960), Fiacco si
McCcormick propun inca din anii 1970 metodele de punct interior
si exterior. Metodele de programare patratica secventiala (SQP) au
fost de asemenea propuse in anii 1970. Dezvoltarea de metode de
punct interior pentru programarea liniara a inceput cu lucrarea lui
Karmarkar (1984). Aceasta lucrare si brevetarea ei ulterioara au
determinat comunitatea academica sa se reorienteze iarasi in directia
metodelor de punct interior, culminand cu aparitia cartii lui Nesterov
si Nemirovski in 1994. Pe langa metodele de tip gradient, au fost
dezvoltate si alte tipuri de metode care nu se bazau pe informatia de
gradient. In aceastd directie putem aminti metoda simplex a lui Nelder
si Meade (1965). Metode speciale care exploateaza structura particulara
a unei probleme au fost de asemenea dezvoltate inca din anii 1960. A
aparut si programarea dinamica, ce se baza pe rezultatele lui Bellman
(1952). Lasdon a atras atentia asupra problemelor de dimensiuni mari
prin cartea publicata in 1970. Optimalitatea Pareto a fost dezvoltata
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pentru optimizarea multiobiectiv. Totodata, au fost dezvoltate si metode
heuristice: algoritmii genetici (1975).

Un exemplu de problema simpla de inginerie civila ce poate fi rezolvata
folosind calculul diferential este prezentat in cele ce urmeaza. Fie doua
orage localizate pe maluri diferite ale unui rau cu latime constanta w;
orasele se afla la distanta a si respectiv b de rau, cu o separare laterala
d (Fig. 2.2). Problema consta in a afla locul de constructie a unui
pod pentru a face cat mai scurta posibil calatoria intre cele doua orase.
Aceasta problema se poate pune ca o problema de optimizare:

x
unde f(z) = Va2 +a?+ w+ /b? + (d — z)%. Considerand conditiile de
optimalitate prezentate ulterior, impunem derivata f'(x) = 0 si obtinem
a

; S
locatia optima: z* = —td.

d Oras 2

Rau 1 w

Pod

Oras 1

Figura 2.2: Aplicatie a localizarii optime.

2.2 Caracteristicile unei probleme de
optimizare
O problema de optimizare contine urmatoarele trei ingrediente:
(i) o functie obiectiv, f(z), ce va fi minimizata sau maximizata;

(ii) variabile de decizie, x, care se pot alege dintr-o anumita multime;
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(iii) constrangeri (numite si restrictii) ce vor fi respectate, de forma
g(x) < 0 (constrangeri de inegalitate) si/sau h(z) = 0 (constrangeri
de egalitate).

Formularea matematica standard a unei probleme de optimizare este
urmatoarea:

min f(@)
Sl gl(x) SO) agm(x SO

Daci introducem notatiile compacte g(z) = [g1(x) ... gm(2)]T si h(z) =
[hi(z) ... hy(x)]", atunci in forma compactd problema de optimizare
anterioara se scrie ca:

(NLP) : min f(x)

reR”™

s.li g(z) <0, h(z) = 0.

In aceastd problemi, functia obiectiv f : R™ — R, functia vectorial ce
defineste constrangerile de inegalitate ¢ : R — R™ i functia vectoriala
ce defineste constrangerile de egalitate h : R™ — RP se presupun de obicei
a fi diferentiabile. Observam ca o problema de maxim se poate reduce
la una de minim datorita echivalentei

max f(z) = —m;n —f(x).

T

Exemplul 2.2.1 Consideram urmdatoarea problema de optimizare:

min 7] + 75
x€R?
s.l.: x>0, xf+x2—1§0

129 — 1 =0.

In acest exemplu avem:

- wariabila de decizie este x = [v1 13T € R? si functia obiectiv

f(x) = a3 + 22 este functie pdtraticd convexd;



38 Capitolul 2. Concepte fundamentale din teoria optimizarii

- avem trei constrangeri de inegalitate: ¢ : R? — R3, unde
g1(x) = —x1, go(x) = —29 50 g3(x) = 23 + 29 — 1. Observam cd
functia g are toate cele trei componente functii convexe;

- 0 singurd constrangere de egalitate definita de functia h(x) =
r12x9 — 1. Observam ca functia h nu este convexa.

Definitia 2.2.1

1. Multimea {x € R" : f(x) = ¢} este multimea nivel (conturul) a
functiei f pentru valoarea ¢ € R.

2. Multimea fezabila a problemei de optimizare (NLP) este:

X={zeR": g(z) <0, h(z) =0}.

3. Punctul z* € R™ este un punct de minim global (adesea denumit
minim global) dacd si numai daca z* € X si f(x*) < f(x) oricare
ar fix € X.

4. Punctul x* € R" este un punct strict de minim global daca si numaz
daca z* € X i f(z*) < f(x) oricare ar fix € X \ {x*}.

5. Punctul x* € R™ este minim local daca $i numai daca x* € X. i
existd o vecinatate N a lui z* (e.g. o bild deschisd cu centrul in
x*) astfel incat f(z*) < f(x) oricare ar fix € X NN.

6. Punctul z* € R™ este un punct strict de minim local daca st numaz
daca x* € X si exista o vecindtate N a lui x* astfel incat f(xz*) <

f(x) oricare ar fix € (X NN)\ {a*}.

Exemplul 2.2.2 Pentru urmatoarea problema unidimensionala avand
constrangeri de tip box (vezi Fig. 2.3)

cosS DT
min
z€R x

sl.: x>01, x<1.1

- functia obiectiv este f(x) = =5 jar multimea fezabild este un

politop (interval) X ={x e R:x>0.1, x <1.1} =[0.1, 1.1];
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Punct de maxim local

Punct de maxim global

Punct de minim local x

Punct de minim local X

Punct de minim global x;

N 1 1 1 1 1 1 1 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Figura 2.3: Puncte de minim local (x7) si punctul de minim global (x7,)
pentru f(x) = cos(5rx)/x in intervalul [0.1, 1.1].

- reprezentand grafic functia in Matlab (Fig. 2.3) putem identifica
trei puncte de minim local, dintre care unul singur este de minim
global.

Exemplul 2.2.3 Consideram urmatoarea problema de optimizare:
min(z; — 3)2 + (zy — 2)?
r€R?
s.l.: x%—x2—3§0, o —1 <0, —z; <0.

Functia obiectiv gi cele trei constrangeri de inegalitate sunt: f(xy,z9) =
(71— 3) + (w2 — 2)? si respectiv gi(x1,22) = 27 — 22 = 3, go(r1,22) =
xo — 1, g3(x1,22) = —1.

Fig 2.4 ilustreaza multimea fezabila si contururile functiei obiectiv.
Problema se reduce la a gasi un punct in multimea fezabila in care functia
obiectiv, (1 — 3)* + (x9 — 2)?, ia cea mai micd valoare. Observam cd
punctele [x1 x2)7 cu (z1 — 3)? + (x9 — 2)® = ¢ sunt cercuri de razd ¢ si
centru in [3 2], Aceste cercuri se numesc contururile functiei obiectiv
avand valoarea c. Pentru a minimiza f trebuie sa gasim cercul cu cea mai
mica raza ¢ care intersecteaza multimea fezabila. Dupa cum se observa
din Fig. 2.4, cel mai mic cerc corespunde lui ¢ = 2 gi intersecteaza
multimea fezabild in punctul de optim x* = [2 1]T.
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punct optim (2,1)

zona fezabila

|
al
o
(&)

Figura 2.4: Solutia grafica a problemei de optimizare.

In teoria optimizarii, un aspect important il reprezinta existenta

Y 3>
punctelor de minim. Urmatoarea teorema ne arata cand astfel de puncte
de optim exista:

Teorema 2.2.1 (Weierstrass) Daca multimea fezabila X C R"™ este
compactd (adica marginita si inchisa) si f : X — R este continud
atunci exista un punct de minim global pentru problema de minimizare

mingex f(z).

Demonstratie: Observam ca graficul functiei f poate fi reprezentat
prin G = {(z,t) e R"" xR : z € X, f(x) = t}. Multimea G este o
multime compacta si proiectia lui G pe ultima sa coordonata este de
asemenea compacta. Mai exact, multimea Projp,G = {t € R : Jx €
R™ astfel incat (z,t) € G} este un interval compact [fimin, fmax] C R.
Prin constructie, exista cel putin un z* € X astfel incat (z*, fium) € G.
O

Din teorema anterioara concluzionam ca punctele de minim exista in
conditii relativ generale, de aceea in aceasta lucrare utilizam min in loc
de inf. Cu toate ca demonstratia a fost constructiva, nu conduce catre
un algoritm eficient pentru a gasi punctul de minim. Scopul acestei
lucrari este de a prezenta principalii algoritmi numerici de optimizare
care determina punctele de optim.
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2.3 Tipuri de probleme de optimizare

Pentru alegerea algoritmului potrivit pentru o problema practica, avem
nevoie de o clasificare a algoritmilor existenti si informatii despre
structurile matematice exploatate de ei. Inlocuirea unui algoritm
inadecvat cu unul eficient poate scurta gasirea solutiei cu mai multe
ordine de magnitudine in ceea ce priveste complexitatea aritmetica
(numarul total de flopi).

2.3.1 Programare neliniara (NLP)

Acest curs trateaza in principal algoritmi proiectati pentru rezolvarea
de probleme generale de Programare Neliniara (NLP - NonLinear
Programming) de forma:

(NLP) : min f(x) (2.1)

zeR™

sl g(x) <0, h(z)=0,

in care functiile f : R - R, g : R® = R™ i h : R® — RP se presupun
a fi continuu diferentiabile cel putin o data, iar in unele cazuri de doua
sau de mai multe ori diferentiabile.

Figura 2.5: Problema de impachetare.
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Minimizarea dimensiunii unui pachet - Care sunt dimensiunile celui
mai mic pachet ce contine trei obiecte rotunde, de raze 1,79 si r3 date?
Consideram problema in R?, extensia in R? este imediata. Notam cu
(z;,y;) coordonatele plane ale celor trei obiecte gi cu [ gi L laturile
pachetului. Dorim sa minimizam aria [- L astfel incat au loc urmatoarele
constrangeri:

- fiecare obiect se afla in pachet:

T > Ty Yi > Ty i <l—ry v, <L—r; Yi=1,2,3
- dimensiunile sunt numere pozitive:
x; >0y, >0,l>0,L>0 Vi=1,2,3
- cele trei obiecte nu se suprapun:
(zi — ) + (ys —y;)* > (ri+1;)? Vi#j=1,2,3.

In acest caz, problema precedenta se poate pune ca o
problema de optimizare (NLP) unde variabila de decizie este

$:[$1 Y1 T2 Y2 T3 y3lL]T3
min [-L
r€RS
sle 220,z >2r, yi2>r, v <l—r;, y < L—r
(zi — ) + (yi —y;)* > (ri+1;)* Vi#j=1,2,3.

Observam ca in problema anterioara functia obiectiv f(z) = [ - L nu
este convexd. In anumite situatii insa, multe dintre probleme prezinta
structuri particulare, care pot fi exploatate pentru o rezolvare mai rapida
a acestora. In cele ce urmeazi enumerim cele mai importante clase de
probleme de optimizare cu structura speciala.

2.3.2 Programare liniara (LP)

In cazul in care functiile f, g si h din formularea generala (2.1) sunt afine,

problema (NLP) devine un Program Liniar (LP - Linear Program). Mai
exact, un (LP) poate fi definit ca:
: T

(LP) : min - ¢z (2.2)

sl: Cr—d<0, Axr—b=0.
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Datele problemei sunt: ¢ € R*"; A € RP*" b€ RP.C' € R™" gi d € R™.
Se observa ca putem adauga o constanta la functia obiectiv, adica f(x) =
c’x + ¢y, insd aceasta nu schimba punctul de minim z*.

Aplicatie financiara: Consideram un numar n de active financiare si x;
reprezinta suma investita in activul . Notam cu r;(t) rata de rentabilitate
intr-un an, iar cu ¢; rata de rentabilitate medie peste o perioada de T" ani
PN 1 T . v . .U A
a produsului 7 (i.e. ¢; = 7 Y, ri(t)). Dorim sa maximizam profitul:
n

max E C;T;
rER™
=1

sl. x>0, zn:xz =1.
i=1

LP-urile pot fi rezolvate foarte eficient. Inci din anii 1940 aceste
probleme au putut fi rezolvate cu succes, odata cu aparitia metodes
simplex dezvoltata de G. Dantzig. Metoda simplex este o metoda de
tip mulfime activa si care este in competitie cu o clasa la fel de eficienta
de algoritmi numiti algoritmi de punct interior. In zilele noastre se pot
rezolva LP-uri chiar §i cu milioane de variabile si constrangeri, orice
student din domeniul finantelor avand in curriculum principalele metode
de rezolvare a acestora. Algoritmii specializati pentru LP nu sunt tratati
in detaliu in acest curs, insa trebuie recunoscuti atunci cand sunt intalniti
in practica avand la dispozitie mai multe produse software: CPLEX,
SOPLEX, Ip_solve, lingo, MATLAB (linprog), SeDuMi, YALMIP, CVX.

2.3.3 Programare patratica (QP)

Daca in formularea generala (NLP) data in (2.1) constrangerile g si h
sunt afine (ca gi in cazul problemei LP), insa functia obiectiv este o functjie
patratica, problema care rezulta se numeste Problema de Programare
Patratica (QP - Quadratic Program). O problema generala QP poate fi
formulata dupa cum urmeaza:

1
(QP) : ;rel]g% §£ETQ£E +qtz+r (2.3)

sl: Cxr—d<0, Ar—b=0.

Aici, in plus fata de datele problemei LP, daca Q = QT, avem matricea
Hessiand @ € R™™. Numele sdu provine din relatia V2 f(x) = Q, unde
f(z) =327 Qx + ¢"x + 1.
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Daca matricea Hessiana () este pozitiv semidefinita (i.e. @ = 0) atunci
numim problema QP (2.3) o problema QP converd. QP-urile convexe
sunt cu mult mai ugor de rezolvat global decat QP-urile neconveze (i.e.
unde matricea Hessiana () este indefinitd). Dupa cum vom arata in
capitolele urmatoare, o problema convexa are numai minime globale in
timp ce una neconvexa poate avea multe minime locale. Daca matricea
Hessiana @ este pozitiv definita (i.e. @ > 0) numim problema QP (2.3)
o problema QP strict convexa. QP-urile strict convexe sunt o subclasa a
problemelor QP convexe, dar de cele mai multe ori mai usor de rezolvat
decat QP-urile care nu sunt strict convexe.

Exemplul 2.3.1 Exemplu de QP care nu este convex:

0 —1 2
s.l — 1< <1, —-1<z,<10
Aceastd problemd are minime locale in 2% = [0 — 1]7 si 5 = [0 10]7,

insa doar xy este punct de minim global pentru aceasta problema.
Exemplu de QP strict convex:

min le o 0 T+ OTx
z€R2 2 0 1 2

sl —1<x <1, —-1<uxy<10.

Problema anterioard are un punct de minim local (strict) unic in x* =

[0 —1]T care este de asemenea minim global deoarece Hessiana este pozitiv
definita.

Aplicatie financiara - continuare: Observam ca in problema
considerata in sectiunea 2.3.2 nu s-a luat in considerare riscul. Riscul
este dat de fluctuatia ratei de rentabilitate r;(t) de-a lungul celor T" ani.
Minimizarea riscului este echivalenta cu minimizarea variantei investitiei
(risk averse). In acest caz, matricea de covariantd Q se exprimd astfel:

T
Qij =05, = %Z(m(t) —c))(ri(t) —¢;) Vi,j=1,...,n.
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Problema minimizarii riscului poate fi formulata ca o problema QP:

o1
min -z’ Qx
zeR? 2

n n
sl. x>0, ZQ‘%ZR, inzl.
i=1 i=1

Constrangerea » ., ¢;xz; > R se impune pentru a asigura cel putin un
profit R.

In practica avem la dispozitie mai multe produse software pentru
rezolvarea de probleme QP: MOSEK, MATLAB (quadprog), SeDuMi,
CVX, YALMIP.

2.3.4 Optimizare convexa (CP)

Ambele tipuri de probleme LP si QP apartin unei clase mai largi de
probleme de optimizare, si anume probleme de optimizare convexe. O
problema de optimizare cu o multime fezabila X convexa si o functie
obiectiv f convexa se numeste problema de optimizare converda (CP -
Convex Programming), i.e.
(CP): min f(z) (2.4)
zeR”

sl: g(x) <0, Az —b=0,

unde f : R™ — R si componentele lui g : R” — R sunt functii convexe
si constrangerile de egalitate sunt descrise de functii afine h(x) = Az —b,
unde A € RP*™ gi b € RP. Rezulta deci ca multimea fezabila asociata
X ={zeR": g(x) <0, Axr = b} este multime convexa.

Exemplul 2.3.2 Programare patratica cu  constrangeri patratice
(QCQP - Quadratically Constrained Quadratic Program): O problema
de optimizare convexd de forma (2.4) cu functiile f si componentele
lui g patratice convexe se numeste problema patratica cu constrangeri
patratice:

1
(QCQP):  min —a"Qu+q w4
TER?

1
s.l.: éxTQix—i-qiTx—l—mSO 1=1,...,m
Ar —b=0.
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Alegand Q1 = -+ - = Q,, = 0 ob{inem o problema uzuala QP, iar dacd in
plus alegem Q = 0 obtinem un LP. De aceea, clasa problemelor QCQP
contine si clasa LP-urilor si pe cea a QP-urilor. Daca matricele Q) si QQ;
cui=1,...,m sunt pozitiv semidefinite atunci problema (QCQP) este
convexa.

151

10+

-5}

-10 L L L L L L L L L )

Figura 2.6: Analiza statistica a datelor.

Analiza statistica: Analiza datelor si interpretarea acestora intr-un
sens cat mai corect este una din preocuparile principale din domeniul
statisticii. Problema se formuleaza in urmatorul mod: pe baza unei
colectii de date cunoscute (reprezentate in Fig. 2.6 prin puncte), sa
se realizeze predictia cu o eroare cat mai mica a unui alt set de date
partial cunoscut. In termeni matematici, aceasta problema presupune
determinarea unei directii de-a lungul careia elementele date (punctele)
tind sa se alinieze, astfel incat sa se poata prezice zona de aparitie a
punctelor viitoare. S-a constatat ca directia de cautare este data de
vectorul singular corespunzator celei mai mici valori singulare al matricei
formate din colectia de puncte date, ce poate fi gasit prin intermediul unei
probleme de optimizare convexa:

1
min -z’ AT Ax
rER?

sl: 2Tz <1,

unde A € R™*" reprezinta matricea ale carei coloane sunt vectorii
(punctele) cunoscute initial aq, . . ., a,.
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Exemplul 2.3.3 Programare  semidefinita  (SDP -  SemiDefinite
Programming) O clasa importanta de probleme de optimizare converd
foloseste inegalitati liniare matriceale (LMI) pentru a descrie mulfimea
fezabila. Datorita naturii constrangerilor ce impun ca anumite matrice
sa ramana pozitiv semidefinite, aceasta clasa de probleme se numeste
programare semidefinita (SDP). O problema generala SDP poate fi
formulata dupa cum urmeaza:

(SDP) : min '
TER™

i=1

unde matricele A; € S™ oricare ar fi i = 0,...,n. Remarcam ca
problemele LP, QP, si QCQP pot fi de asemenea formulate ca probleme
SDP. Programarea Semidefinita este un instrument des utilizat in teoria
sistemelor gi reglare (control).

Minimizarea valorii proprii maxime: a unei matrice poate fi
formulata ca o problema SDP. Avem o matrice simetrica G(z) care
depinde afin de anumite variabile structurale = € R" ie. G(z) =
Ao+ >0 Ajz; cu A; € S™ oricare ar fi i = 0,--- ,n. Daca dorim
sa minimizam valoarea proprie maxima a lui G(x) in functie de z, i.e. sa
rezolvam

gel]g}l Amax (G(2))
putem formula aceasta problema ca un SDP, dupa cum urmeaza:
adaugand o variabila auxiliara ¢t € R si tinand cont ca t > Apax (G(2))
este echivalent cu un LMI t1,,=G(z), obtinem:

min ¢
tER,zERN

s.].: tlm,_'zzjf4ﬁri__f40>il

i=1

Doua produse software excelente pentru formularea si rezolvarea
problemelor de optimizare convexa in mediul de programare MATLAB
sunt YALMIP si CVX, ce se pot gasi open-source si sunt foarte ugor de
instalat. Un software comercial des utilizat este MOSEK.
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2.3.5 Probleme de optimizare neconstransa
(UNLP)

Orice problema NLP fara constrangeri se numeste problema de optimizare
neconstransa (UNLP - Unconstrained NonLinear Programming). Are
forma generala:

(UNLP) : min f(x). (2.5)

zeR™

Metodele numerice de optimizare neliniara fara constrangeri vor forma
subiectul Partii a II-a a acestei lucrari, in timp ce algoritmii pentru
probleme generale constranse vor fi studiati in Partea a Ill-a. Cel mai
utilizat software pentru programare neconstransa este programul Matlab
cu functiile incluse fminunc i fminsearch.

Probleme de optimizare nediferentiabila: daca una sau mai multe
functii f, g si h din structura problemei NLP (2.1) nu sunt diferentiabile,
atunci avem o problema de optimizare nediferentiabila. Problemele
de optimizare nediferentiabila sunt mult mai greu de rezolvat decat
problemele NLP generale. Exista un numar mai redus de algoritmi
pentru a rezolva astfel de probleme: metoda subgradient, metoda
Nelder-Mead, cautare aleatorie, algoritmi genetici, etc. De obicei,
acesti algoritmi sunt mult mai slabi din punct de vedere numeric decat
algoritmii bazati pe informatie de tip gradient si Hessiana, si care sunt
subiectul acestei lucrari.

2.3.6 Programare mixta cu intregi (MIP)

O problema de programare mixta cu intregi este o problema in care
anumite variabile de decizie sunt constranse la o multime de numere
intregi. Un MIP poate fi formulat dupa cum urmeaza:

(MIP) : min  f(z,2)

z€ERM zeZ™

sl: g(z,2) <0, h(z,z)=0.

In general, aceste probleme sunt foarte greu de rezolvat, datorita naturii
combinatoriale a variabilei z. Cu toate acestea, daca problema relaxata,
unde variabilele z nu mai sunt restranse la intregi, ci la multimi de numere
reale, este convexa, de regula exista algoritmi eficienti pentru rezolvarea
lor. Algoritmii eficienti de gasire a solutiei sunt adesea bazati pe tehnica
branch-and-bound, care foloseste probleme partial relaxate unde unele
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variabile din z sunt fixate la anumite valori intregi si altele sunt relaxate
exploatand proprietatea ca solutia problemelor relaxate este intotdeauna
mai buna decat orice solutie cu componente intregi. In acest fel, ciutarea
poate avea loc mult mai eficient decat o pura verificare a elementelor
multimii fezabile. Doua exemple importante de asemenea probleme sunt
date in cele ce urmeaza:

(i) Program liniar mixt cu intregi (MILP - Mized Integer Linear
Programming): daca functiile f, g si h sunt afine in ambele variabile x si
z obtinem un program liniar mixt cu intregi. O problema faimoasa din
aceasta clasa este problema comis-voiajorulus.

(i) Program patratic mixt cu intregi (MIQP - Mixed Integer
Quadratic Programming): daca g si h sunt functii afine si f patratica
convexa in ambele variabile x si z rezulta un program patratic mixt cu
intregi (MIQP).

Probleme (MILP)/(MIQP) de dimensiuni mici/medii (i.e. dimensiunea
variabilei n,m < 100) pot fi rezolvate eficient de pachete de software
comerciale CPLEX, TOMLAB sau 1lp_solve.






Partea 11

Optimizare fara constrangeri






Capitolul 3

Metode de optimizare
unidimensionala

Dupa cum vom vedea in capitolele urmatoare, metodele bazate pe directii
de descrestere presupun gasirea unui pas care, ideal, trebuie ales optim.
Astfel de metode se mai numesc si metode de cautare exacta. In aceastd
situatie, trebuie sa calculam parametrul optim o ce determina valoarea
minima a functiei obiectiv f in directia d, cu alte cuvinte minimizarea
functiei ¢(a) = f(z + ad). Din acest motiv, in acest capitol analizam
metode numerice de optimizare unidimensionala, adica pentru functii de
o singura variabila f : R — R:

min f(a). (3.1)
Metodele de optimizare unidimensionala se bazeaza fie pe cautare directa
fie pe aproximarea functiei f cu un polinom ce se determina prin
interpolare folosind valorile functiei gi/sau derivatele functiei obiectiv
in anumite puncte. In metodele de ciutare principiul de baza este
urmatorul: se identifica intervalul [a, b C R ce include punctul de
minim o, numit gi intervalul de cautare sau intervalul de incertitudine,
urmat apoi de o reducere iterativa a lungimii acestuia pana la o valoare
ce coboara sub toleranta impusa pentru a localiza o*. Eficienta acestei
abordari depinde de strategia de constructie a girului de intervale [a, b],
k=1,2,..., ce 1l contin pe a*. Cele mai renumite metode de cautare
unidimensionala sunt: metoda sectiunii de aur si metoda lui Fibonacci,
pe care le vom prezenta in acest capitol. Metoda clasica Newton-Raphson
si metoda secantei sunt de asemenea considerate membre ale aceleiasi
clase. Pe de alta parte, metodele de interpolare gasesc o aproximare a lui
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a* folosind valori ale functiei obiectiv f(«) in puncte din intervalul initial
de cautare [a, b], sau pot folosi valoarea functiei obiectiv si derivata sa
/(@) in anumite puncte din [a b]. Prin intermediul acestor valori se
formeaza polinomul de interpolare de gradul doi sau mai mare, g(a), al
functiei f(«) si este determinat punctul de minim & al functiei ¢(«).
Printre cele mai renumite metode de interpolare se numara cea patratica
(in doua sau trei puncte) si cea cubica.

3.1 Metoda forward-backward pentru
functii unimodale

O metoda simpla de determinare a unui interval initial de cautare, adica
determinarea unui interval care contine punctul de optim o, este data
de metoda forward-backward. Ideea de baza este urmatoarea: danduse
un punct initial i o lungime a pasului, se incearca determinarea a
doua puncte pentru care functia are o forma geometrica convexa pe acel
interval cu capetele in cele doua puncte. Metoda presupune urmatorii
pasi: fie un punct initial «q si lungimea pasului hg > 0

- daca f(ap + ho) < f(a), atunci se incepe din punctul ag + ho si se
continua cu o lungime a pasului mai mare cat timp valoarea functiei
creste;

- daca f(ao + ho) > f(ap), atunci ne deplasam din aq inapoi pana cand
valoarea functiei creste.

In acest fel vom obtine un interval initial ce contine valoarea optima o*.
Metoda forward-backward se bazeaza pe proprietatile de unimodalitate
ale functiilor.

Definitia 3.1.1 Flie functia f: R — R gi un interval [a, b] C R. Daca
exista o € |a, b] astfel incat [ este strict descrescatoare pe intervalul
la, o] si strict crescatoare pe intervalul [o*, b], atunci f se numeste
functie unimodala pe intervalul |a, b]. Intervalul [a, b] se numeste
interval de unimodalitate pentru f.

Se observa imediat ca functiile unimodale nu implica continuitate si
diferentiabilitate. Urmatoarea teorema arata ca daca f este unimodala,
atunci intervalul de incertitudine poate fi redus comparand valorile lui f
in doar doua puncte ale intervalului.

Teorema 3.1.1 Fie functia unimodald f : R — R pe intervalul [a, b] si
aq,a € [a, b] cu ag < ay. In acest caz:
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(i) daca f(a1) < f(ag), atunci [a, o] este interval de unimodalitate
pentru f.
(i1) daca f(a1) > f(ag), atunci [aq, b] este interval de unimodalitate
pentru f.

Pentru o expunere mai ugoara presupunem ca punctul de minim se
gaseste in R, . Metoda forward-backward presupune urmatorii pasi:

Pas 1. Fie un o € [0, 00), hg > 0 si coeficientul multiplicativ
t > 1 (adesea se alege t = 2). Evaluam f(ag) = fo si k = 0.

Pas 2. Comparam valorile functiei obiectiv. Actualizam oy =
ag+ hy st evaluam fy1 = f(ags1). Daca fri1 < fi, sarim la Pas 3;
altfel, sarim la Pas 4.

Pas 3. Pas forward. Actualizam hy,1 = thy, o = ap, ap = a1,
fe = fra1 st k= k+ 1, sarim la Pas 2.

Pas 4. Pas backward. Daca k = 0, inversam directia de cautare.
Luam hy = —hg, ag. = ag4q, sarim la Pas 2; altfel, consideram

a=min{a, apy1}, b =max{o, a1},

returnam intervalul [a, b] ce contine punctul de minim a* i ne
oprim.

3.2 Metode de cautare

Metoda sectiunii de aur si metoda lui Fibonacci sunt metode de tip
partitionare. Ideea din spatele acestor metode de minimizare a functiilor
unimodale pe intervalul [a, b] C R consta in reducerea iterativa a
intervalului de incertitudine doar prin compararea valorilor luate de
functia obiectiv. Odata ce lungimea intervalului de incertitudine este mai
mica decat o acuratete prestabilita, atunci punctele din acest interval pot
fi considerate aproximari ale valorii minime a functiei. Aceasta clasa de
metode foloseste doar valoarea functiei obiectiv si are un rol important
in algoritmii de optimizare, in special cand ne confruntam cu functii
obiectiv nediferentiabile sau functii obiectiv ale caror derivate prezinta
forme complicate.
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3.2.1 Metoda sectiunii de aur

Consideram functia f unimodala pe intervalul [a, b] si definim a; = a
si by = b. La iteratia k, metoda sectiunii de aur determina intervalul
[ag+1, bpi1] astfel incat o € [agsi1, by In acest moment considerim
doua puncte g, py € [ak, bg] unde Ay, < g si calculam f(Ax) si f(ux)
(vezi Fig. 5.2). Din teorema precedenta rezulta:

(i) Daca f(A\y) < f(ux) atunci agpy1 = ag §i bpg1 = p

(ii) Daca f(Ar) > f(ur) atunci agy1 = Mg si bp1 = by

f(a)
(1>
8, =0 A,

) [= == === qm = oD = m oo /4

)

Figura 3.1: Ezemplu de pas pentru metoda sectiunii de aur

Ramane sa discutam alegerea punctelor A si p. In acest scop impunem
urmatoarele trei conditii:

1. distantele de la A si respectiv py la capetele intervalului [ay, O]
sunt egale:
bk — )\k = U — Q. (32)

2. rata de micsorare a lungimii intervalelor de incertitudine la fiecare
iteratie este aceeasi, rezultand

bpr1 — agr1 = 7(bp — ay), unde 7 € (0, 1). (3.3)
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3. este necesara o singura evaluare a functiei obiectiv pentru o noua
iteratie.

Daca substituim valorile ce constituie cazul (i) in (3.3) obtinem p; —ay =
7(br, — ag) si prin combinarea cu (3.2) avem by — A\, = pp — a. Prin
rearanjarea acestor egalitati avem:

>\k = ai+ (1 - T)(bk - CLk) (34)
M = Qg + T(bk — ak). (35)
In acest caz, noul interval este lag+1, ber1] = |ak, pg]. Pentru a reduce

intervalul de incertitudine este necesara selectia parametrilor Ai; si
frt1- Din (3.5) rezulta

fitr = Qg1+ T(bgyr — ag1) = ap + 71 — ag)
= ap+1(ap +7(by —ap) — ax) = a + 73 (b, — ag). (3.6)
Considerand
?=1-7 (3.7)
rezulta
ME+1 = Ak + (1 - T)(bk - ak) = )\k
Astfel, pgyq coincide cu A si functia obiectiv nu necesita o evaluare
deoarece valoarea sa este stocata in A,. Cazul (ii) poate fi demonstrat
intr-o maniera similara, din care rezulta \.,; = pu; astfel incat nu este

necesara evaluarea functiei obiectiv. Metoda sectiunii de aur consta in
urmatorii pasi:

Pas 1. Determinam intervalul initial [a;, b;] gi alegem precizia
0 > 0. Calculam primele doua puncte Ay i p1:

)\1 =a; + 0382(61 — al)
M1 = aq + 0618(b1 - CL1)

si evaluam f(A;) si f(pq1), initializam k& = 1.

Pas 2. Comparam valorile functiilor. Daca f(Ax) > f(pu), trecem
la Pas 3; daca f(Ax) < f(ux), trecem la Pas 4.

Pas 3. Daca b, — Ax < 0, ne oprim si returnam p; altfel iteram:

k1 = Mgy, Drs1 = by A1 = L
Jes1) = fin)s trgr = apgr + 0.618(bpgr — apqr).

Evaluam f(ug41) si trecem la Pas 5.
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Pas 4. Daca p, — ax < 9, ne oprim si returnam \; altfel iteram:

A1 = Ak, b1 = fiy Ppr1 = Mg,
f(#k+1) = f()\k)a Akl = Qg1+ 0-382(bk+1 - ak+1)-

Evaluam f(Apy1) si trecem la Pas 5.
Pas 5. Iteram k = k + 1, revenim la Pas 2.

Observam ca acest algoritm produce un sir de intervale [ag, by] astfel
incat punctul de minim «* al functiei f se afla in fiecare din aceste
intervale. Mai departe ne concentram spre analiza ratei de reductie a
intervalului de incertitudine. Rezolvand ecuatia (3.7) obtinem:

—1++5
TR

Deoarece 7 > 0 consideram

b — 51
Pl e VoL g
bk — Ay 2

Inlocuind valoarea lui 7 in (3.4) si (3.5) avem

)\k = a; + 0382(bk — ak)
M = Qg + 0618(bk - CLk).

Deoarece rata de reductie este fixa la fiecare iteratie, 7 = 0.618,
considerand un interval initial [a;, b1], dupa k iteratii lungimea
intervalului este 7%71(b; — ay), ceea ce arata ca rata de convergentd a
metodei sectiunii de aur este liniara.

3.2.2 Metoda lui Fibonacci

In metoda lui Fibonacci principala diferenta fata de metoda sectiunii de
aur consta in definitia legii de reductie a intervalului de incertitudine in
acord cu girul lui Fibonacci. Cu alte cuvinte, rata de reductie nu este
fixa in aceasta metoda, ci variaza de la un interval la altul. Sirul lui
Fibonacci F}, este definit de urmatoarea lege:

F0:F1:1
Fooy=F,+Foq Vk=1,2,...
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Daca in (3.4) si (3.5) inlocuim 7 cu Ff:f_il atunci
Fi_; Fy_.
)\j:aj—i-(l— k])(bj—aj):aj+ i Vle,,k—l
Fr_j Fr_jn
Fy_; .
=+ (b —a;) Vi=1,- k-1 (3.8)
k—j+1

Daca f(\;) < f(u;) atunci noul interval de incertitudine este dat de
[aji1, bji1] = [a;, pj]. Astfel, prin (3.8) obtinem:

Fi_j

Fr_jn

bjv1 — aj41 = (bj — aj;),

ceea ce arata reductia la fiecare iteratie. Poate fi usor de observat ca
aceastd ecuatie este de asemenea valabila pentru f(A;) > f(u;). Mai
departe, impunem ca lungimea intervalului final de incertitudine sa nu
depasgeasca o toleranta data 6 > 0, adica by — ar < 6. Luand in
considerare:

F F| F. Fi_ 1
b — a, = i(bk—l—ak—ﬂ = F;fz ll;kl(b1—a1) Fk(lh—al),
avem )
m>“;l (3.9)

De aceea, avand intervalul initial [a;, b1] si marginea superioara § putem
calcula numarul Fibonacci Fj, si valoarea k din (3.9). Cautarea are loc
pana la iteratia k. O observatie importanta in legatura cu ratele de
convergenta ale metodelor studiate este ca odata ce k — oo metoda
Fibonacci si metoda sectiunii de aur au aceeasi rata de reducere a
intervalului de incertitudine. Considerand Fj, = r*, atunci din definitia
sirului Fibonacci avem r? — r + 1 = 0 cu radacinile:

1++5 1-5
9 2T T

r =

Solutia generala a ecuatiei Fj.1 = Fj + Fy_1 este Fj, = Ar'f + Br;‘?. De
aceea, din conditiile initiale Fy = F; = 1 avem A = 1/\/5, B = —1/\/5

) ool 143\ (1-vB)
A+ 2 B 2
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Cu aceste relatii deducem ca:

. F, V51
lim = =

Jim = 5 T. (3.10)

De aceea, ambele metode impartasesc aceeasi rata de convergenta cand
k — oo, Insa metoda lui Fibonacci este optima in clasa metodelor de
cautare.

3.3 Metode de interpolare

Metodele de interpolare pentru minimizare unidimensionala sunt o
alternativa foarte eficienta la metoda sectiunii de aur si cea a lui
Fibonacci. Cea mai importanta din aceasta clasa de metode aproximeaza
functia f cu un polinom de ordin doi sau trei, ce are valori identice cu
derivatele functiei in anumite puncte gi in final, calculeaza valoarea « ce
minimizeaza polinomul. In cazul general in care functia obiectiv prezinta
proprietati analitice bune, cum ar fi diferentiabilitatea continua, atunci
metodele de interpolare sunt cu mult superioare metodei sectiunii de aur
si celei a lui Fibonacci.

3.3.1 Metode de interpolare patratica

Metoda de interpolare in doua puncte (prima varianta): Fie
doua puncte a; §i as. Presupunem cunoscute valorile functiei f in
punctele corespunzatoare f(aq) si f(ag) si derivatele de ordinul I in
aceleasi puncte: f'(ay) si f'(a2). Construim polinomul de interpolare
de ordinul II:

q(a) = aa® + ba + c,

ce satisface urmatoarele conditii:

g(ar) = aaf +bay +c= f(a)
q(az) = aad +bas+c= f(ay) (3.11)
¢ (1) = 2aa1+b= f'(ay).

Daca notdm fi = f(a1), f2 = faz), fi = f'(a1) si f3 = f(az), atunci

din (3.11) avem:
o= fi— fo— filan — a9)
— (o1 — ap)?
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fi— fa— filan — 042)'

(o1 — ap)?

b:f{+20é1

Mai departe, rezulta ca punctul de minim al polinomului de interpolare
este:

(3.12)

Si in final, obtinem formula de interpolare patratica:

L fiow — o)
X1 = Ok 2 f/ L I
k

A= —1

(3.13)

unde fr = flox), fro1 = flag—1) fi. = f'(ar). Algoritmul este foarte
simplu: cat timp o« este determinat, se compara cu ap si g1,
rezultand o reducere a lungimii intervalului de incertitudine. Acest
proces se repeta pana cand lungimea intervalului scade sub un anumit

prag.

Metoda de interpolare in doua puncte (a doua varianta): Fie
doua puncte oy si ag, evaluarile functiei f in punctele corespunzatoare
f(aq) si f(ag) si derivatele de ordinul I in aceleasi puncte f/(cv) si f/(aw).
Construim polinomul de interpolare

q(a) = aa® + ba + c,
ce satisface urmatoarele conditii:

q(ar) = adf +bag +c= f(a)
¢(a1) = 2aa;+b=f'(a) (3.14)
¢ (a2) = 2aas+b= f'(ag).

De aici se obtine:

_ b 10(1—042 /
== - 3.15
SETE 1)
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si formula iterativa:

Loy —ap—

Oyl = O — 2 fk fk ; fk (316)

Teorema urmatoare ilustreaza rata de convergenta foarte rapida a acestei
metode:

Teorema 3.3.1 Daca f: R — R este de trei ori continuu diferentiabila
si exista un oF astfel incat f'(a*) = 0 si f"(a*) # 0, atunci sirul o
generat de iteratia (3.16) converge la o cu rata (1 + +/5)/2 = 1.618,

‘Olk+1—0[ I — p cu p > O'

adica lim AIERvaY

k—oo lo—a

Demonstratie: Relatia (3.15) poate fi scrisa si prin intermediul formulei
de interpolare Lagrange:

L(a) _ (a_a1>fé B (Oé— a2)f{

Qg — O

Y

daca luam L(a) = 0. Acum, termenul rezidual al formulei de interpolare
Lagrange se considera ca fiind:

() — L(a) = %f”’(f)(a —ap)(a—ag_1) cué € {a,ap_1,ak}

Daca luam o = ay41 si observand ca L(ayy1) = 0, avem:

1
flagsr) = §(ak+l —ag) (g1 — 1) cu & € {ag_1, ap, apq1}, (3.17)

Inlocuind (3.16) in (3.17) avem:

(ar — 1)

1
flar) = f"’(f)fkfk 1m'

Din teorema valorii medii gtim ca:

(f& = fia)

o — ok — 1 = f"(&) cu & € -1, agl,

iar drept urmare:

fi=fl= f'(0") = (05 — ") f"(&), unde & € [as, o], =k — 1k k+1.
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Astfel, din ultimele trei ecuatii rezulta:

o LSS (ER) S (Er-1)
2 (k1) [ (S0)?

Daca notam distantele de la «; la punctul optim o* prin e¢; = |a; —a*|, cu
t =k — 1,k k,+1 si consideram valorile my, My, my, My si Ky, K astfel
incat

Qpi1 — (o, — a®)(ag—1 — a¥).

0<my < |[f"(a)] £ Ms, 0<my <|[f"(a)] <M
Ky = mom?/(2M}), K = MyM?/(2m?).

Atunci:
Kierep1 < epr1 < Kegegq.
Observand ca f”(«) si f”(a) sunt continue in o*, avem:

ak-‘rl _ Cl{* . lf/l/(a*)
(e, — ) (a1 —a®) 2 f'(a”)

si obtinem urmatoarea relatie intre distantele pana la punctul de optim:
err1 = Megey_1,

unde M = |f"(n1)/2f"(n2)], iar m € {an—1, n, "} si mo € {ag_1, o}
Daca exista o precizie § > 0 astfel incat punctele initiale g, g € (o* —
d, a*+90) si ap # oy, atunci se poate observa din relatiile anterioare ca
sirul oy, va converge catre a*. Am demonstrat ca «y converge la a* si ne
mai ramane sa demonstram rata de convergenta. In acest scop notam
e = Me;, y; =In(¢;), 1 = k—1,k, k+ 1, iar conform relatiilor anterioare
avem:

€k+1 = €k€k—1,  Yk+1 = Yk T Yk-1- (3.18)

Este evident ca ecuatia (3.18) reprezinta o secventa Fibonacci. Ecuatia
caracteristica a secventei Fibonacci si radacinile aferente sunt:

r2—r—1=0,r=14V5)/2,ro=(1-5)/2,
Astfel, secventa Fibonacci y, poate fi scrisa ca:

yp = Ar¥ + Brk k=0,1,.. .,
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unde A gi B sunt coeficienti ce pot fi determinati. Din moment ce
progresam cu algoritmul si k& — oo atunci evident y, = In(e;,) ~ At
de unde rezulta ca:

Atk+1
€hi1 e(At7T) .
thn Ey\ T
€k (6(At1))
: t1 o t1—1 5 4.
sloepr/e) = M e
. |Oék+1 - a*‘ t1—1
lim —— =M
k—o00 ‘Ozk — Oé*‘tl
si demonstratia este completa. 0

Metoda de interpolare in trei puncte: Aceasta metoda presupune
cunoasterea a trei puncte «;, i = 1,2, 3 si de asemenea, evaluarea functiei
f in aceste puncte. Conditiile de mterpolare sunt:

q(o) = aa? +ba; +c= floy) = f; i=1,2,3. (3.19)

Rezolvand acest sistem avem:

(2 —ag)fi+ (a3 —a1)fo+ (a1 — ) fy

(041 - 042)(042 - 043)(043 - 041)

(03 = a3y + (0 = ad)fo + (0} — d)fy

(1 —ag)(a2 — az)(az — a;)

b= —

De aici rezulta:

_ b
‘T
_1ed—adfi+ (@3 —adf+ (0}~ adfy a0
2(a2—043)f1+(as—041)f2+(a1 — ) f3 '
1 1 (f1 = fo) (a2 — a3) (a3 — o)
2(a1 toa) 2 (o = 043)f1 (as —a1)f2+ (a1 — 2) f3 (3:21)
si formula iterativa:
k41 :%(ak + 1)+ (3.22)
l (fx = fo-1)(ag—1 — ap—2) (g2 — ay)

2 (g1 — ag—2) fio + (o — ag) fom1 + (ap — 1) fo—a

Metoda interpolarii in trei puncte are urmatorii pasi:
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Pas 1. Fie o toleranta data e. Gaseste un interval de cautare
{aq, ag, a3} astfel incat sa-1 contina pe o*; Calculeaza f(«y), i =
1,2,3.

Pas 2. Utilizeaza formula (3.20) pentru a calcula a.

Pas 3. Daca (@ — aq)(@ — ag) > 0, trecem la Pas 4.; altfel, trecem
la Pas 5.

Pas 4. Construim un nou interval de cautare {ay, as, a3} utilizand
a1, o, a3 si @. Revenim la Pas 2.

Pas 5. Daca |@ — ag| < €, ne oprim; altfel, trecem la Pas 4.

Teorema 3.3.2 Fie o functie f care este de cel putin patru ori continuu
diferentiabila si o* astfel incat f(a*) = 0 si f"(a*) # 0. Atunci sirul
{ax} generat de (3.22) converge la o* cu rata de ordinul 1.32.

Observam ca metoda celor trei puncte are o rata de convergenta mai mica
decat cea a metodelor ce folosesc formula secantei. Explicatia consta
in faptul ca metoda celor trei puncte nu foloseste informatie data de
derivatele functiei f in punctele intervalului de cautare. Cu alte cuvinte,
metoda nu tine cont de curbura functiei f. In general, implementarile
avansate folosesc informatie de secanta.

3.3.2 Metode de interpolare cubica

Aceste metode aproximeaza functia obiectiv f(«) cu un polinom cubic.
Procedura de aproximare implica patru conditii de interpolare. In cazul
general, interpolarea cubica are o rata de convergenta mai buna decat
interpolarea patratica, insa presupune evaluarea derivatelor functiei si
de aceea este mai costisitoare din punctul de vedere al complexitatii.
Mai pe larg, fie doua puncte «a; si ap pentru care cunoastem valorile
functiei obiectiv, f(aq) si f(az) si de asemenea, derivatele f'(aq) si f/'(a2).
Construim polinomul de interpolare cubica:

p(a) = ci(a—a)? + cala — a1)® + c3(a — ay) + ey, (3.23)
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unde ¢;, 7 = 1,2,3,4, sunt coeficientii determinati din urmatoarele
conditii:
plar) = ci= f(n)
plaz) = cias — 1)’ + oo — a1)® + el — ay) + s = flow)
Plar) = c3= f(a)
Plaz) = 3ei(ag — 041)2 +2¢ca(ag —ay) +c3 = f'(ag).

Dupa cum stim, conditiile de optimalitate suficiente sunt:
P () =3ci(a—ay)? 4+ 2c(a— 1) +c3 =0 (3.24)

si
p"(a) = 6¢1(a — ag) + 2¢5 > 0. (3.25)

Rezolvand (3.24) avem:

—cy £ c% — 3c1c3

a=a+ ” , daca ¢; #0 (3.26)
1
c v
a=a) — 2—032, daca ¢; = 0. (3.27)

Pentru a satisface (3.25) consideram radacina corespunzatoare semnului
+ din (3.26), care impreuna cu (3.27) conduce la:

—cy + /3 = 3cies —C3 (3.28)
3¢ co +/Ca — 3cic3 '

In cazul in care ¢; = 0, (3.28) se transformi in (3.27). Atunci valoarea
minima a lui p(«) este:

a— ;=

(3.29)

O_é:Oél

C3
_ . 7
ca + /5 — 3cic3

exprimata in functie de ¢y, ¢o si c3. Problema se reduce la exprimarea sa
in functie de f(aq), f(a2), f'(a2) si f'(az2). Pentru aceasta notam:

f(%) - f(Oél)

Qo —

=3 vz =s— f(ar) = f(a), w?* = 2% — f'(an) f'(a).

Din conditiile de interpolare avem:

s = 3[ci(ag — a1)? + ca(ay — aq) + c3]
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A 02(042 — Oél) + C3
w? = (g — a1)?(c3 — 3cics).

Deci rezulta:

w
(g —aq)ca = 2 — ¢3, Vg — 3c103 =

Qg — O

Co + /3 — 3cic3 = %. (3.30)
2 — Q1

Insd ¢5 = f'(a) i substituind (3.30) in (3.29) avem relatia
_ (g —ar) f'(an)

aTm= z+w— (o)

si

ce poate fi rescrisa in urmatoarea forma:

oo = e —a)fla)f(as) (s —ai)(z” —w?)
1 (z +w— f'(a)) f'(2) flag)(z +w) — (22 — w?)
_ (g — o) (w — 2)
fllag) —z4+w

Aceasta relatie este lipsita de utilitate pentru calcularea lui & deoarece
numitorul este foarte mic sau chiar se poate anula. De aceea, consideram
o forma alternativa favorabila:

_ (g =) f(a1) (e —ag)(w—2)
e z4w— o) fan) —z4+w (3.31)
(02— a)(=fla) +w-2)
flag) = f'(ar) + 2w
(o — o e Hrtw
= =) (1= 2 )
a =+ (042 - Oél) v f,(al) - (332)

flaz) — f'(ar) + 2w

In (3.31) sau (3.32) numitorul f'(as) — f'(ay) + 2w # 0. De fapt, din
moment ce f'(a;) < 0 si f/(ag) > 0, atunci w? = 22 — f'(ay) f'(az) > 0
si daca luam w > 0, atunci f'(az) — f'(cq) + 2w > 0. Se poate arata de
asemenea ca aceasta metoda produce un sir «j ce converge cu rata de

_ *
ordinul 2 la o*, adica lim 28=21 — 5 ey p > 0.
’ k—soo lak—a|




Capitolul 4

Conditii de optimalitate
pentru (UNLP)

Multe probleme din inginerie, economie sau fizica se formuleaza ca
probleme de optimizare fara constrangeri. Astfel de probleme apar
in gasirea punctului de echilibru al unui sistem prin minimizarea
energiei acestuia, potrivirea unei functii la un set de date folosind
cele mai mici patrate sau determinarea parametrilor unei distributii de
probabilitate corespunzatoare unui set de date. Probleme de optimizare
fara constrangeri apar de asemenea cand constrangerile sunt eliminate
sau mutate in cost prin folosirea unei functii de penalitate adecvate,
dupa cum vom vedea in Partea a Ill-a a acestei lucrari. In concluzie,
in aceasta parte a lucrarii ne concentram analiza asupra problemelor de
optimizare neconstransa de forma:

(UNLP) : min f(x). (4.1)

zeR"

In acest capitol discutim conditiile necesare si suficiente de optimalitate
pentru problema generala (UNLP) si apoi particularizam la cazul
problemelor convexe, adica atunci cand functia obiectiv f este convexa.
Pentru o expunere mai usoara presupunem ca functia obiectiv f : R" —
R are domeniul efectiv domf C R™ multime deschisi. Dupa cum am
precizat si in capitolele anterioare, in aceasta lucrare consideram extensia
functiei f la intreg spatiul R™ atribuindu-i valoarea 400 in punctele din
afara domeniului efectiv. De aceea, cautam punctele de minim ce fac
parte din multimea deschisa domf. Putem avea domf = R", dar de
cele mai multe ori nu este cazul, la fel ca in urmatorul exemplu unde
consideram domf = (0, oco) si presupunem ca in afara multimii dom f
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functia ia valoarea +oo:

min — + z,

zeR 1
Reamintim ca un punct x* se numeste punct de minim global pentru
problema (UNLP) precedenta daca f(z*) < f(x) pentru orice x € domf.
Mai, mult, f* = f(2*) se numeste valoarea optima a problemei de
optimizare (UNLP). De asemenea, x* este punct de minim local daca
exista un § > 0 astfel incat f(z*) < f(x) pentru orice z € domf cu
[l —a*|| < 6.

Figura 4.1: Functia Rosenbrock.

Exemplul 4.0.1 In optimizarea fara constrangeri o functie obiectiv des
utilizata pentru a testa performanta algoritmilor este functia Rosenbrock.
Aceasta este o functie neconvexd avand urmdtoarea formda:

f(z) = (1 —21)% 4+ 100(zy — 22)*.

Se poate observa usor cd punctul de minim global este z* = [1 1]7 unde
functia ia valoarea optima f* = f(1,1) = 0. Acest punct de minim
se gaseste intr-o vale lunga dar ingustda (vezi Fig. 4.1), ceea ce face
dificila determinarea acestur punct de minim cu algoritmi numerici de
optimizare.
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4
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X1

Figura 4.2: Un sistem neliniar cu doua resorturi.

Exemplul 4.0.2 Consideram un sistem neliniar compus din doud
resorturi (Fig. 4.2). Dislocarea x1 $i xo sub o anumita greutate aplicata
poate fi obtinuta prin minimizarea energiei potentiale data de expresia:

1 1
f(x1,29) = §]€1E12($17 Ta) + §]€2E22($1,$2) — oy — Fyxg,

in care extensiile resorturilor ca functie de dislocarile lor au urmatoarele
expresii:

Ei(x1,29) = /(21 + 10)2 + (25 — 10)2 — 10v/2
BEy(x1,13) = /(21 — 10)2 + (25 — 10)2 — 10V/2.

Problema se reduce la a gasi (xq,x2) ce minimizeaza
win f(z1, 7).
zER?

Folosind tehnici numerice de optimizare ce vor fi discutate in capitolele
urmdatoare, obtinem ca pentru ki = ko = 1 g1 Iy = 0, Fy, = 2, solutia
optima este x7 = 0 $i x5 = 2.55.

4.1 Conditii de ordinul I pentru (UNLP)

Mai intai definim notiunea de directie de descrestere. O directie d € R
se numeste directie de descrestere pentru functia f € C* in punctul x €
domf daca

Vf(z)'d < 0.
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] S~
4.5¢

18l Of /
X 2

Figura 4.3: Multimile nivel (contururile) si o directie de descrestere pentru
functia f(z) = 23 — 27123

De exemplu, o directie de descrestere este data de urmatoarea expresie:
d = —BVf(x), unde matricea B este pozitiv definita, adica B>0
(vezi Fig. 4.3).

Avem urmatoarea interpretare: daca d este directie de descrestere in x €
dom/ atunci functia obiectiv descreste in vecinitatea lui z. Intr-adevir,
multimea dom f fiind deschisa, putem gasi un ¢t > 0 suficient de mic astfel
incat oricare ar fi 7 € [0, t] avem x + 7d € domf si Vf(x + 7d)Td < 0
(datorita continuitatii lui V f(+) intr-o vecinatate a lui z). Din teorema
lui Taylor, exista un 6 € [0, ¢] astfel incat

fla+td) = f(x) +tVf(a" +0d)"d < f(z).

-—
<0

Teorema 4.1.1 (Conditii necesare de ordinul I) Fie f o functie
diferentiabild cu gradientul continuu (i.e. f € C') si x* € domf un punct
de minim local al problemei de optimizare (UNLP). Atunci gradientul
functier satisface relatia:

Vf(z*) = 0. (4.2)

Demonstratie: Presupunem prin contradictie ca V f(z*) # 0. Atunci
putem arata ca d = —V f(x*) este o directie de descrestere, i.e. functia
obiectiv poate lua o valoare mai mica in jurul lui z*. intr—adevér, putem
gasi un t > 0 suficient de mic astfel incat oricare ar fi 7 € [0, ] avem



72 Capitolul 4. Conditii de optimalitate pentru (UNLP)

Vi(x*+71d)Td = -V f(z*—7Vf(z*)TVf(z*) < 0. Mai mult, existd un
0 € [0, t] ce satisface:

fla* =tV f(a") = f(a*) =tV f(2" + 0V (")) V(") < f(@").

Aceasta este o contradictie cu ipoteza ca x* este un punct de minim local.
O

o te®, £
Gl o'm,g.:;g._ )

AL
A
L2

Qe

Figura 4.4: Exemple de puncte stationare.

Orice punct x* € domf ce satisface conditiile necesare de ordinul intai
Vf(z*) = 0 se numeste punct stafionar al problemei de optimizare
fari constrangeri (UNLP). In Fig. 4.4 distingem mai multe tipuri de
puncte stationare: puncte de minim, puncte de maxim si puncte ga. Din
conditiile necesare de ordinul I concluzionam ca pentru a gasi punctele
stationare ale unei probleme (UNLP) trebuie si rezolvam un sistem
neliniar Vf(z) = 0 de n ecuatii cu n necunoscute. Acest sistem va fi
rezolvat in capitolele urmatoare cu metode numerice (algoritmi iterativi).

Exemplul 4.1.1 Consideram problema de optimizare (vezi Fig. 4.3)

min f(z) (=% - 2x23).
zeR?

Pentru a gasi punctele stationare rezolvam sistemul neliniar de doua

ecuatii V f(x) =0, i.e.:

322 =205 =0 s 4xy29 = 0.
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Singura solutie a acestui sistem este x7 = 0 g1 5 = 0. Solulia z* =
[0 O]T nu este punct de minim sau maxim, este punct $a pentru functia
f(x) = 23 — 2z 22 Intr-adevir, dacd ludm x1 = x4 observam cd functia
obiectiv evaluatd in f(xy,x,) = —a3 poate lua atdt valori pozitive cdt gi
valori negative in orice vecinatate a lui 0.

4.2 Conditii de ordinul II pentru (UNLP)

Pentru a arata ca un punct stationar este punct de extrem (minim
sau maxim local) trebuie sa folosim informatie despre Hessiana functiei
obiectiv. In cele ce urmeazi ddm conditii necesare si suficiente pentru
caracterizarea punctelor de minim local utilizand Hessiana.

Teorema 4.2.1 (Conditii necesare de ordinul II) Fie f o functie
diferentiabild de doud ori cu Hessiana continud (i.e. f € C?) si x* €
domf un punct de minim local al problemei (UNLP). Atunci Hessiana
in x* este pozitiv semidefinita, i.e.:

V2 f(z*)3=0. (4.3)

Demonstratie: Daca conditia (4.3) nu este satisfacuta, atunci exista
o directie d € R" astfel incat d"V2f(z*)d < 0. Atunci, datorita
continuitatii lui V2f(+) in jurul lui z* putem alege un parametru suficient
de mic t > 0 astfel incat oricare ar fi 7 € [0, t] urmatoarea relatie are
loc:

d"V? f(x* + 7d)d < 0.

Din teorema lui Taylor rezulta ca exista un 6 € [0, ¢] astfel incat:

flx* +td) = f(z*) +tVf(z*)"d +1t2 A"V f(x* +0d)d < f(x¥),
—_—— 2 ~

=0 <0

ceea ce intra in contradictie cu faptul ca z* este un punct de minim local.

4

Conditia necesara de ordinul II (4.3) nu este suficientd pentru ca un
punct stationar z* sa fie punct de minim. Acest lucru este ilustrat
de functia f(x) = 23 pentru care punctul stationar z* = 0 satisface
conditiile necesare de ordinul doi, dar nu este punct de minim/maxim
local. Observam ca z* = 0 este punct sa. In sectiunea urmatoare
enuntam conditiile suficiente de optimalitate.
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Teorema 4.2.2 (Conditii suficiente de ordinul II) Fie f o functie
diferentiabild de doud ori cu Hessiana continud (i.e. f € C?) si x* €
domf un punct stationar (i.e. Vf(z*) = 0) astfel incat Hessiana este
pozitiv definita (i.e. V?f(x*)=0). Atunci x* este un punct strict de
minim local al problemei (UNLP).

Demonstratie: Fie A, valoarea proprie minima a matricei V2f(z*).
Evident, Apin > 0 din moment ce este satisfacuta relatia V2f(z*)=0 si
mai mult,

d"V2f(2*)d > Al d|* Vd € R™.

Din aproximarea Taylor avem:

f@" +d) = f(2") = Vf(z") d+ %dTsz(fC*)d +R(Ild*)

)\min >\min R(HdHQ)
. Hd||2+73(!|d||2):< + Id]1*.

2 1]
2
Stiind ca A\p;, > 0 atunci exista e > 0si 6 > 0 astfel incat ’\“2““ + Rﬁ%! ) >
0 pentru orice ||d|| < €, ceea ce conduce la concluzia ca z* este un punct
strict de minim local. 0J

Exemplul 4.2.1 Consideram urmatoarea problema de optimizare

min f(z) (=25 — 232 + 223).
TER?

Punctele stationare sunt solutiile sistemului neliniar V f(x) =0, i.e.:
3x§ — 2129 =0 s — x% + 4x9 = 0.
Acest sistem are doud solutii [0 0]7 si [6 9]T. Hessiana are expresia:

2 . 6.731—21'2 —21'1
Vf(x)_[ —2uy 4}‘

Aceastd matrice este pozitiv semidefinita in [0 0] si indefinita in [6 9]7.
In concluzie, punctul stationar [6 9] nu este punct de extrem (minim
sau mazximm local).
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4.3 Conditii de optimalitate pentru
probleme convexe

In acest subcapitol discutam conditiile suficiente de optimalitate in cazul
convex, adica functia obiectiv f in problema de optimizare (UNLP) este
convexa. Primul rezultat se refera la urmatoarea problema de optimizare
constransa:

Teorema 4.3.1 (Conditii de optimalitate generale) Fie o mulfime
convexd X si functia f € C' (nu neapdrat convexd). Pentru problema de
optimizare constransa

min f(z)

urmatoarele conditii sunt satisfacute:

(i) dacd x* este minim local, atunci V f(x*)T(x —2*) > 0 Vo € X;

(i1) daca f este functie convexd, atunci x* este punct de minim dacd si
numai dacd V f(x*)'(x —2*) > 0 Vr € X.

Demonstratie: (i) Presupunem ca exista un y € X astfel incat
V(@) (y — ") <0.

Din teorema lui Taylor rezulta ca pentru un ¢ > 0 exista un 0 € [0, 1]
astfel incat:

fla® +ty — %) = fa") +tV (2" + 0ty — 2"))" (y — 27).

Din continuitatea lui V f, alegand un ¢ suficient de mic avem V f(z* +
Ot(y —x*))T(y—x*) < 0 5i de aceea f(x* +t(y—x*)) < f(z*) care este in
contradictie cu faptul ca z* este minim local al problemei de optimizare
cu constrangeri din enuntul teoremei.

(ii) Daca f este convexa, utilizand conditiile de convexitate de ordinul
intai avem: f(z) > f(z*)4Vf(z*)T (x—z*) pentru orice € X. Intrucat
Vf(z*)(x — 2*) > 0 rezulta ca f(x) > f(z*) pentru orice z € X, adica
x* este punct de minim global. O

Teorema 4.3.2 Pentru o problema de optimizare convexad m1}r<1 f(x)
BAS

(adica X este mulfime convexa si [ functie convezd), orice minim local
este de asemenea minim global.
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Demonstratie: Fie * un minim local pentru problema de optimizare
convexa precedenta. Aratam ca pentru orice punct y € X dat avem
f(y) > f(z*). Intr-adevir, intrucat z* este minim local, existd o
vecinatate N a lui z* astfel incat pentru orice 7 € X N AN avem
f(z) > f(z*). Considerand segmentul cu capetele in x* §i y. Acest
segment este continut in X datorita proprietatii de convexitate a lui X.
Mai departe, alegem un 7 pe acest segment in vecinatatea A, insa diferit
de z*, adica alegem & = z* 4+ t(y — 2*), unde t € (0, 1) astfel incat
T € X NN. Datorita optimalitatii locale, avem f(a*) < f(Z), si datorita
convexitatii lui f avem:

f@) = fla" + iy —a")) < f27) +t(f(y) — f(z7)).

Rezulta ca t(f(y) — f(z*)) > 0, implicand f(y) — f(z*) > 0 ceea ce
conduce la concluzia ca z* este punct de minim global. OJ

Teorema 4.3.3 (Conditii suficiente de ordinul intdi pentru
cazul convex) Fie f € C' o functie convexd. Dacd x* este punct
stationar al lui f (i.e. Vf(z*) = 0), atunci x* este punct de minim
global al problemer de optimizare convexe fara constrangeri ?elll&% f(z).

Demonstratie: Intrucat f este convexa avem:

f@) = f(&) + V(") (@ —27) = f(z") Vo eR"
N——

=0
ceea ce arata ca x* este minim global. O

In concluzie, pentru o problema de optimizare neconstransa m]'%n f(z),
TeR™

unde f € C!', o conditie necesara pentru ca punctul z* sa fie punct de
extrem local este:

Vf(z*) = 0. (4.4)

In general, daca functia obiectiv nu este convexa, se rezolva sistemul
neliniar de ecuatii Vf(z*) = 0 si se verifica daca solutia este punct
de minim local sau nu, folosind conditiile de optimalitate suficiente
de ordinul doi. Pentru problemele convexe neconstranse, adica f este
convexa, o conditie necesara si suficienta pentru ca punctul z* sa fie
minim global este data de relatia V f(z*) = 0.
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4.4 Analiza perturbatiilor

In domeniile numerice ale matematicii nu exista posibilitatea de a evalua
o functie cu o precizie mai mare decat cea oferita de masinile de calcul.
De aceea, de cele mai multe ori se calculeaza doar solutii pentru probleme
ale caror date sunt perturbate, iar interesul se indreapta catre minimele
stabile la aparitia perturbatiilor. Acesta este cazul punctelor de minim
strict locale ce satisfac conditiile suficiente de ordinul doi.

Consideram functii obiectiv de forma f(z,a) ce depind nu doar de
variabila de decizie x € R", dar i de un parametru de perturbatie a € R™.
Suntem interesati de familia parametrica de probleme:

min f(z, a)

ce produce minime de forma z*(a) ce depind de parametrul a.

Teorema 4.4.1 (Stabilitatea solutiilor parametrice)

Presupunem cd functia f : R* x R™ — R este de clasd C* si consideram
minimizarea functiei f(-,a) pentru o wvaloare fixatd a parametrului
a € R™. Daca punctul de minim corespunzator T satisface conditiile
suficiente de ordinul doi, i.e. V,f(Z,a) =0 i V2f(Z,a)=0, atunci existd
o vecindtate N° C R™ in jurul lui a astfel incat functia parametrica de
minim x*(a) este bine definita pentru orice a € N, este diferentiabila pe
N si x*(a) = Z. Derivata sa in punctul a este datd de:

8(:56"5@)) = —a(vxgo(f’ a) (Vif@m) . (4.5)

Mai mult, fiecare x*(a) cu a € N satisface conditiile suficiente de ordinul
doi si deci este un punct de minim strict local.

Demonstratie: Existenta functiei diferentiabile z* : N' — R™ rezulta
din teorema functiilor implicite (data in Apendice) aplicata conditiei de
stationaritate V,f(z*(a),a) = 0. Pentru derivarea ecuatiei (4.5) se
folosesc regulile standard de diferentiere:

V.S (a), )
oa
_ 9x7(a) O(V.f(z*(a) a)) +5(fo($*(a)aa))
oa ox Oa ’

=Vif

0
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Pentru a arata ca punctele de minim z*(a) satisfac conditiile suficiente
de ordinul doi, se observa ca Hessiana este continua si se tine seama de
faptul ca V2 f(z,a)=0. O

......

detaliata a teoriei optimizarii parametrice se poate gasi in [6].



Capitolul 5

Convergenta metodelor de
descrestere

In Capitolul 4 s-a demonstrat ca pentru aflarea unui punct de minim
local /global corespunzator unei probleme de optimizare neconstransa:

(UNLP) : f*= min f(z), (5.1)
zeR"
este nevoie de rezolvarea unui sistem neliniar de n ecuatii cu n
necunoscute:

Vf(z)=0.

In unele cazuri acest sistem poate fi rezolvat analitic:

Exemplul 5.0.1 (QP neconstrans) Consideram urmatoarea problema
de tip QP meconstransa:

:{Iel]iRI}Z f(z) (: %xTQx — qTx) , (5.2)
unde matricea Q) este inversabila (de exemplu, dacd Q=0 atunci functia
obiectiv este convexa §i deci problema de optimizare este convexd). Din
conditia 0 = Vf(z) = Qu — q, unicul punct stationar este v* = Q™ 'q.
Dacd Q=0, atunci x* = Q7 'q este punct de minim global si valoarea
optima a problemei (5.2) este data de urmdatoarea expresie:

. 1 Loy
fr=mino2'Qr —q'r = —5¢'Q7'g.
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Cu toate acestea, in majoritatea cazurilor V f(z) = 0 este un sistem de
ecuatii neliniare ce nu poate fi rezolvat analitic, ci este nevoie de metode
iterative pentru rezolvarea lui. Cea mai mare parte a acestei lucrari
este dedicata prezentarii si analizei diferitilor algoritmi pentru rezolvarea
problemelor de optimizare (UNLP) sau a sistemului neliniar V f(z) =
0. Toti algoritmii prezentati in aceasta lucrare sunt iterativi. Prin
iterativ Intelegem ca acesti algoritmi genereaza un sir de puncte, fiecare
punct fiind calculat pe baza punctelor gasite anterior. De asemenea,
majoritatea algoritmilor sunt de descrestere, adica in fiecare punct nou
generat de catre algoritm valoarea functiei obiectiv este mai mica decat in
punctul generat anterior. In cele mai multe cazuri, vom arita c& sirul de
puncte generate in acest mod de catre algoritm converge intr-un numar
finit sau infinit de pasi la o solutie a problemei originale.

Un algoritm iterativ porneste de la un punct initial. Daca pentru orice
punct initial putem garanta ca algoritmul produce un gir de puncte
convergente la o solutie, atunci pentru acel algoritm spunem ca este
convergent global. In multe situatii, algoritmii dezvoltati nu pot garanta
convergenta globala si numai initializati in apropierea unui punct de
optim vor produce un gir de puncte convergente la acel punct de
optim. Atunci spunem ca algoritmul este convergent local. In general,
convergenta algoritmilor de optimizare poate fi tratata printr-o analiza
a unei teorii generale a algoritmilor dezvoltata in anii 1960 de Zangwill.
Vom prezenta aceasta teorie in cele ce urmeaza.

5.1 Metode numerice de optimizare

Consideram problema de optimizare fara constrangeri (5.1). Exista
diferite metode iterative pentru rezolvarea unei astfel de probleme, iar
in capitolele urmatoare vom discuta despre cele mai importante dintre
ele. Presupunem ca o problema de optimizare apartine unei anumite
clase de probleme F. In general, o metodi numerici este dezvoltatd
in scopul rezolvarii diferitelor probleme ce Impartasesc caracteristici
similare (e.g. continuitate, convexitate, etc.). Datele cunoscute din
structura problemei se regasesc sub numele de model (i.e. formularea
problemei, functiile ce descriu problema, etc.). Pentru rezolvarea
problemei, o metoda numerica va trebui sa colecteze informatia specifica,
iar procesul de colectare a datelor se realizeaza cu ajutorul unui oracol
(i.e. unitate de calcul ce returneaza date sub forma unor raspunsuri la
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intrebari succesive din partea metodei). In concluzie, metoda numerica
rezolva problema prin colectarea datelor si manipularea raspunsurilor
oracolului. Exista diferite tipuri de oracole:

0. oracole de ordinul zero Oy ce furnizeaza informatie bazata doar pe
evaluarea functiei obiectiv, i.e. f(z);

1. oracole de ordinul intai O; ce furnizeaza informatie bazata pe
evaluarea functiei gi gradientului sau, i.e. f(x) si Vf(x);

2. oracole de ordinul doi O, ce furnizeaza informatie bazata pe
evaluarea functiei, gradientului si Hessianei, i.e. f(x),Vf(z) si

V2f(z).

Eficienta unei metode numerice consta in efortul numeric necesar metodei
pentru rezolvarea unei anumite clase de probleme. Rezolvarea unei
probleme, in unele cazuri, consta in aflarea unei solutii exacte, insa in
cele mai multe dintre cazuri este posibila doar aproximarea solutiei. De
aceea, pentru rezolvare este suficienta aflarea unei solutii aproximative
cu o acuratete prestabilita e. In general, aceasta acuratete reprezinta de
asemenea criteriul de oprire pentru metoda numerica aleasa. Pentru
cazul particular al problemelor de optimizare neconstranse (UNLP),
adica (5.1), criteriul de oprire in general utilizat este urmatorul:

V(@) < e

Pe langa acest criteriu, se mai foloseste si criteriul referitor la apropierea
valorii functiei de minimizat fata de valoarea sa optima:

[f(z) = fl <e

Anumite implementari utilizeaza si alte criterii de oprire a iteratiilor,
cum ar fi de exemplu distanta dintre estimatiile variabilelor:

[k 1 — k]| < e

Schema generala a unui algoritm numeric de optimizare iterativ consta
in urmatorii pasi:
O metoda generica de optimizare numerica:

1. se incepe cu un punct initial dat xg, acuratetea e > 0 si contorul

k=0;
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2. la pasul k£ notam cu Z, multimea ce contine toata informatia
acumulata de la oracol pana la iteratia k:

2.1 se apeleaza oracolul O in punctul xy;
2.2 se actualizeaza informatia Zp 1 = Z U O(xy);
2.3 se aplica regulile metodei numerice folosind ultimele informatii

Zy.1 pentru calculul urmatorului punct xyq;

3. se verifica criteriul de oprire; daca criteriul de oprire nu este
satisfacut, se repeta pasul 2.

Complexitatea unei metode numerice poate fi exprimata in urmatoarele
forme:

(i) complexitate analitica, data de numarul total de apeluri ale
oracolului;

(ii) complexitate aritmetica, data de numarul total de operatii
aritmetice.

Rata de convergenta se refera la viteza cu care sirul xp se apropie de
solutie z*. Ordinul de convergenta este cel mai mare numar pozitiv g ce
satisface urmatoarea relatie:

_ *
0 SHH%H x H

< 00,
koo ||lzy — 2|7

in care precizam ca limita superioara a unui sir z, sup lim este definita
de:

lim 2z = lim y,, unde ¥, = sup 2.
k—oo n— o0 k>n

Presupunand ca limita sirului z; exista, atunci ¢ indica comportamentul
sirului. Cand ¢ este mare, atunci rata de convergenta este mare, deoarece
distanta pana la z* este redusa cu ¢ zecimale intr-un singur pas:

[zhe1 — 27| = B |l — 27|
Convergenta liniara: daca exista € (0, 1) i ¢ = 1 astfel incat
[2p41 — 2] < Bllaw — 27|

si deci ||z, — 2*|| & ¢f*, unde ¢ = ||zg — z*||. De exemplu, girul x;, = 8,
unde 3 € (0, 1), converge liniar la x* = 0.
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*
o . - LTp41 — X . .
Convergenta superliniara: daca lim u = 0, aici de asemenea

koo [l — ||
q = 1, sau echivalent

[k r1 = 27| < Bpllwr — 27| cu B — 0.

De exemplu, sirul z, = % converge superliniar la * = 0, intrucat xi—:l =
1
1
S o Tk — 2 .
Convergenta patratica: daca lim % = [, unde 5 € (0, oo) si
koo ||z — ||
q = 2, sau echivalent
* * (12
@1 — 27| < Bl — ™[]
De exemplu sirul z, = 2% converge patratic la x* = 0, deoarece
k+1
Tp41 22 _ _ E__ 1~ 2
wr = o 1 < co. Pentru k = 6, 2" = 5z ~ 0, de aceea, in

practica, convergenta la acuratetea masinii de calcul se realizeaza dupa
aproximativ sase iteratii.
Intalnim adesea si convergenta subliniara definita astfel:

i
o’

e — 2™ <

unde ¢ > 0.

R-convergentd: Daci sirul de norme ||z* — z*|| este mérginit superior
de girul y, — 0, adica ||z — 2*|| < y, ¢i dacd yg converge cu o
rata data, i.e. liniara, superliniara sau patratica, atunci x; converge
R- liniar, R-superliniar sau R-patratic la x*. Aici, R indica root, deoarece
convergenta R-liniara poate fi de asemenea definita prin criteriul radacinii

limy o0 /|| — 2*|| < 1.

Exemplul 5.1.1 Consideram sirul de numere reale convergent la zero:

S 2% daca k este par
0 altfel.

Acest sir are o convergenta R-liniara, dar nu requlatd ca a unui sir ce
converge liniar.

Remarca 5.1.1 Cele trei convergente si ratele de R-convergenta
corespunzatoare satisfac anumaite relatii intre ele. In continuare, X =Y
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are semmnificatia: daca sirul converge cu rata X, atunci aceasta implica
ca sirul de asemenea converge cu rata Y .

patratic = superliniar = lintar

4 U 4

R — patratic = R — superliniar = R — liniar

Se observa ca rata patratica asigurda cea mai rapidda convergenta.

5.2 Convergenta metodelor numerice

Considerand spatiul metric (X, p), o metoda numerica poate fi privita
ca o aplicatie punct-multime M : X — 2% definita de z,,; € M(xy).
Modul cum se alege x4 € M(xy) este dat de metoda dezvoltata. Cu
toate acestea, o metoda numerica nu este un proces aleatoriu deoarece
aceasta genereaza acelasi gir ;. cand se porneste din acelagi punct initial
xo. Definitia metodei in aceasta maniera ofera posibilitatea analizarii ei
cu instrumente matematice mai laborioase.

Exemplul 5.2.1 Consideram urmatoarea aplicatie punct-multime

| 2, | ka\]
b

Tp41 € {— )
n n

pentru care o instanid particulara este definita de un punct initial xo i

iteratia

| 2 |

LTky1 =

Definitia 5.2.1 Fie spatiul metric (X, p), o submultime S C X si o
metoda descrisd de aplicatia punct-multime M : X — 2%. Definim
functia descrescatoare ¢ : X — R pentru perechea (S, M), o functie
ce satisface urmatoarele conditii:

(i) pentru orice x € S siy € M(x) avem ¢(y) < ¢(
¢

(

Exemplul 5.2.2 Fie problema de optimizare mi)r(lf(x), unde X este
re

x);

(11) pentru orice x ¢ S siy € M(x) avem ¢(y) <

o multime convexa si f este o functie diferentiabila. Definim S =
{z¥ € R" : (Vf(z*),x —2*) > 0 Vr € X} multimea punctelor
stationare (adica mulfimea tuturor solutiilor posibile — minime locale,
mazxime locale, puncte $a). Se observa de asemenea ca in general alegem
¢ = [, adica metoda alege xy 1 astfel incat f(rp1) < f(zk).
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Definitia 5.2.2 O aplicatie punct-multime M : X — 2% este inchisd
in punctul xo daca pentru orice doud $iruri rp — Tog St Yp —> Yo CU
yr € M(zy), avem yo € M(xo). Aplicatia M este inchisa daca este
inchisa in toate punctele din X.

Teorema 5.2.1 (Teorema de convergenta generald) Fie o metodd
numerica M pe spatiul metric (X, p), sirul 1 € M(xy), iar S multimea
solutiilor. Presupunem urmdatoarele conditii satisfacute:

(i) sirul xy se afla intr-o mulfime compacta;
(11) M este o aplicatie punct-mulfime inchisa pe X\S;
(111) exista o functie continud ¢ decrescatoare pentru perechea (M, S).

Atunci toate punctele limita ale sirului xy apartin mulfimiz S.

5.3 Metode de descrestere

In continuare, consideram o metoda iterativa de optimizare de forma:
Try1 = Tk + apdy,

in care presupunem ca d este o directie de descrestere pentru f in xy,
iar ay, € (0, 1] este lungimea pasului (vezi Fig. 5.1). Precizam ca daca
dj este o directie de descrestere pentru f in x; atunci exista ap > 0
suficient de mic astfel incat f(zp1) < f(zz). In cele ce urmeazi vom
analiza felul cum putem alege pasul oy si directia de descrestere dj, astfel
incat metoda respectiva sa produca un gir de puncte convergente la un
punct stationar al problemei (UNLP).

5.3.1 Strategii de alegere a lungimii pasului

Prezentam in aceasta sectiune cele mai des intalnite proceduri de alegere
a lungimii pasului oy € (0, 1]. Ideea de baza consta in alegerea adecvata
a pasului ay astfel incat sa garantam o descrestere suficienta in functia
obiectiv, adica f(zry1) < f(zx), si In acelasi timp sa si facem avans
sensibil catre solutia problemei, adica kh_)r{.lo 2, = 2*. In calcularea lungimii

pasului trebuie sa facem un compromis intre o reducere substantiala a
functiei obiectiv f si calculul numeric necesar determinarii pasului.
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Figura 5.1: Metoda directiilor de descrestere.

In cazul ideal alegem lungimea pasului dupa urmatoarea relatie:
ap = arg Oggl o(a) (= flzg + ady)).

Dupa cum am mentionat, exista diferite metode eficiente pentru
determinarea unui punct de optim al unei probleme de optimizare
unidimensionald. In cele ce urmeazi numim aceasti procedura metoda
ideala de alegere a lungimii pasului.

Cu toate acestea, 1In multe situatii problema de optimizare
unidimensionala corespunzatoare alegerii ideale a lungimii pasului este
foarte dificil de rezolvat. De aceea, alte modalitati de alegere a lungimii
pasului «y, au fost dezvoltate, iar printre acestea cea mai cunoscuta este
definita de conditiile Wolfe: se cauta « astfel incat urmatoarele doua
conditii sunt satisfacute (vezi Fig. 5.2)

(W1)  f(zp + ardy) < f(2x) + c1aV f(2x)"dy, unde ¢; € (0, 1)
(W2)  Vf(ap + andp)'dy > oV f(z) dy, unde 0 < ¢ < ey < 1.

In general, conditia (W1) de una singura nu este suficienta pentru
a garanta ca algoritmul de optimizare face un progres rezonabil de-a
lungul directiei de cautare. Insa daca lungimea pasului se alege in mod
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(p(a):f(ka dk)
Conditiile Wolfe:
panta dorita: ¢, 0(x)"d, fx rat, )< fx, 0, O100)T d

Ofxra, d)' d, > c, O(x)" d,
0<c 1<4:2<1

f(x)+e, a Of(x)" d,

Figura 5.2: Conditiile Wolfe.

adecvat astfel incat sa nu fie prea scurt, conditia (W1) este suficienta.
De aceea, definim o a treia posibilitate de cautare a pasului oy, mai
putin costisitoare decat primele doua metode prezentate anterior, care se
bazeaza pe backtracking:

0. se alege a > 0 si p,c; € (0, 1)
1. cat timp
f(iEk + Oédk) > f(xk) + claka(xk)Tdk

se actualizeaza o = p«
2. legirea: ap = «.

In general, se considera valoarea initiala o = 1, dar in alte cazuri aceasta
valoare trebuie aleasa cu grija. Se observa ca prin tehnica backtracking
putem gasi oy, Intr-un numar finit de pasi. Mai mult, oy, gasit prin aceasta
metoda nu este prea mic intrucat «y are o valoare apropiata de %’3 valoare
respinsa la iteratia precedenta datorita faptului ca inegalitatea (W1) nu
avea loc deoarece pasul era prea lung.

5.3.2 Convergenta metodelor de descrestere

In aceasta sectiune analizam convergenta globala a metodelor de
descrestere.
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Teorema 5.3.1 (Convergenta metodelor de descrestere)
Fie problema de optimizare fara constrangeri m}{n f(x), unde f € C!
TER™

este functie marginita inferior si gradientul V f este Lipschitz continuu.
Consideram metoda iterativa x,1 = x + apdy, unde d; este o directie
de descrestere pentru orice k > 0 si pasul ay este ales astfel incat cele

doua conditic Wolfe (W1)-(W2) sunt satisfacute. Atunci
> cos” 0|V f () ||I* < o0,
k=0

unde 0y este unghiul facut de directia dy, cu gradientul V f(xy).

Demonstratie: Din conditia Wolfe (W2) avem:

(Vf(Thy1) — Vf(a:k))Tdk > (cg — 1)Vf(33k)Tdk-

Utilizand inegalitatea Cauchy-Schwartz obtinem:

IVf(@ri1) = Vi @o)lllldill > (2 = 1)V f ()" d.

Mai departe, din proprietatea de Lipschitz a gradientului avem ca exista
constanta Lipschitz L > 0 astfel incat are loc urmatoarea inegalitate:

IV f(@r1) = V()| < Lllagr — 2l| = Lo d|
care, inlocuita in relatia anterioara conduce la
Lag||di||* = (2 — 1)V f (2x)" di
adica:
Cy — 1 Vf(xk)Tdk
- L ldell*
Pe de alta parte, din conditia Wolfe (W1) avem:

(Vf(r)"di)? ca—1
i1 L

6973

f(xr) < flaow) + o

ce conduce la:

L= (V) VS ()|

[(we) < flan) —er— ARNZENIE
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In concluzie, notand ¢ = 011—% obtinem:

f(e) < f(xr) — ccos® 0|V f ()2

si deci insumand aceste inegalitati de la k =0,..., N — 1 avem:
N-1
flan) < flag) — ¢ cos” 0|V f ()1
=0

Intrucat f este marginitd inferior, pentru N — oo

> cos® 0|V f () ||* < 0.

k=0
Se observa de asemenea ca girul cos? 0|V f(x)||* — 0. O

Daca in metoda directiilor de descrestere alegem directia dj, astfel incat
O €[5+, 37” —¢], cu § > 0 pentru orice k > 0, atunci cos? 6, # 0
si deci |V f(zg)|| — 0, adica sirul x; converge la un punct stationar al
problemei de optimizare (UNLP).



Capitolul 6

Metode de ordinul I pentru
(UNLP)

In acest capitol prezentam metodele numerice de optimizare de ordinul
intai (i.e. metode bazate pe informatia provenita din evaluarea functiei
si a gradientului sau) pentru rezolvarea problemei neconstranse de
optimizare:
(UNLP) : f*= min f(z),
zeR"

unde presupunem ci functia obiectiv f € C!. In particular, ne
concentram pe doua metode clasice: metoda gradient si metoda
directiilor conjugate. In general, orice metoda de minimizare a functiilor
diferentia- bile 1si are originea In metoda gradient.  Aceasta are
caracteristici care sunt de dorit in cadrul oricarui algoritm de optimizare,
cum ar fi simplitatea ei gi memoria utilizata foarte redusa (aceasta
metoda presupune o singura evaluare a gradientului functiei la fiecare
iteratie si consta doar in operatii cu vectori). Din aceste considerente, de
cele mai multe ori noii algoritmi dezvoltati incearca sa modifice aceasta
metoda 1n asa fel incat sa posede rate de convergenta superioare. De
aceea, prezentarea si studiul metodei gradient constituie o cale ideala
de ilustrare a metodelor moderne de minimizare fara restrictii. O alta
metoda importanta care foloseste numai informatia de gradient este
metoda directiilor conjugate. Aceasta metoda este de asemenea foarte
simpla, bazandu-se pe modificarea (devierea) directiei antigradientului
cu directia precedenta si, totodata, cere memorie redusa (de exemplu,
in anumite implementari discutate in acest capitol este nevoie doar de
memorarea a trei vectori).
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6.1 Metoda gradient

Metoda gradient este una din cele mai vechi gi mai cunoscute metode
iterative In optimizare, fiind propusa pentru prima data de Cauchy in
1847. Metoda gradient mai este cunoscuta si sub numele de metoda cele:
mai abrupte descresteri. Ea este foarte importanta din punct de vedere
teoretic, deoarece este una din cele mai simple metode pentru care exista
o analiza satisfacatoare cu privire la convergenta.

16
14r

1.2r

Figura 6.1: Metoda gradient aplicata functiei
f(z1,29) = (21 — 2)* + (w1 — 222)? cu alegerea pasului prin metoda ideald.

Metoda gradient se bazeaza pe urmatoarea iteratie:
T = Tp — iV f(z1),

unde lungimea pasului o > 0 se poate alege in functie de una dintre
cele trei proceduri prezentate in capitolul precedent: cea ideala, conditiile
Wolfe sau backtracking (vezi Fig. 6.1 i 6.2). Cu alte cuvinte, din punctul
xp cautam de-a lungul directiei opuse gradientului un punct de minim,
iar acest punct de minim este xp .

Metoda gradient are diferite interpretari pe care le enumeram in
continuare:

1. directia In metoda gradient (numita adesea si antigradientul)
d = — Vf(x) este o directie de descrestere intrucat expresia
Vf(x)'d = —||Vf(z)||* < 0 pentru orice x care nu este punct
stationar, i.e. orice punct ce satisface V f(z) # 0;
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1)
I (ng.‘el ‘

20 30 40 50 60

Figura 6.2: Metoda gradient aplicata functiei
f(w1,29) = (v1 — 2)* + (w1 — 212)? cu alegerea pasului prin metoda ideald
(linie continua) si backtracking (linie punctatd). Evolutia de-a lungul
iteratiilor a lui f(xp) — f* (stanga) si |V f(xr)| (dreapta).

2. iteratia x4, se obtine prin rezolvarea urmatoarei probleme
" + "
patratice (QP) convexe:

1
Tp41 = arg min f(zr) + Vf(ar) (y —xp) + o ly — @l

adica aproximam local functia obiectiv f in jurul lui x; printr-un
model pétratic cu Hessiana V2f(z) = aikln si apol urmatoarea
iteratie este data de punctul optim al aproximarii patratice (vezi
Fig. 6.3);

3. metoda gradient prezinta cea mai rapida descrestere locala, motiv
pentru care aceasta se mai numeste si metoda celei mai abrupte
pante: intr-adevar pentru orice directie d cu ||d|| = 1 avem

flx+ad) = f(z)+aVf(x)'d+R(a).

Din inegalitatea Cauchy-Schwartz obtinem:
Vi@)'d>~[Vi@)|d] = ~[|Vf()]

ceea ce conduce la urmatoarea inegalitate:
fla+ad) = f(z) — | Vf(z)] + R(e).

Pe de alta parte, considerand urmatoarea directie particulara d =

V() : )
@ obtinem:

f(x+ad) = f(z) = ol V(@) + R(a).
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f(x)

Figura 6.3: Iteratia metodei gradient folosind aprorimarea pdtratica in
pentru functia f(z) = 23 — 2% — 62 + exp(—x)/2.

Ultimele doua relatii ne permit sa concluzionam ca cea mai mare
descrestere se obtine pentru directia antigradient d.

6.1.1 Convergenta globala a metodei gradient

In cele ce urmeazi analizim proprietatile de convergenta globala si
locala a metodei gradient. Mai intai prezentam un rezultat general
de convergenta globala pentru metoda gradient aplicata unei probleme
(UNLP) pentru care functia obiectiv trebuie sa fie doar de clasa C?.

Teorema 6.1.1 Daca urmatoarele conditii sunt satisfacute:

(1) [ este diferentiabili cu V f continuu (i.e. f € C');

(i) multimea subnivel Sy = {x € R" : f(x) < f(xo)} este compacta
pentru orice punct inifial xq;

(111) lungimea pasului oy satisface prima conditie Wolfe (W1).

Atunci orice punct limita al sirului x;, generat de metoda gradient este
punct stationar pentru problema (UNLP).

Demonstratie: Demonstratia se bazeaza pe teorema de convergenta
generala prezentata in capitolul precedent (vezi Teorema 5.2.1). Definim
aplicatia:

M(z) =x —aVf(zx).
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Intrucas functia obiectiv f este diferentiabila cu gradientul V f continuu
rezulta ca M(z) este o aplicatie continua punct-punct si deci inchisa.
Definim S = {z* € R" : Vf(z*) = 0}, multimea solutiilor (adica
multimea punctelor stationare). Mai mult, sirul {4 }r>0 € Sy(xo), adica
sirul generat de metoda gradient este inclus intr-o multime compacta.
De asemenea, definim ¢ = f o functie descrescatoare intrucat prima
conditie Wolfe este satisfacuta, ceea ce implica faptul ca functia obiectiv
descreste strict de-a lungul iteratiilor generate de metoda gradient. In
concluzie, teorema de convergenta generala poate fi aplicata si deci orice
punct limita al sirului se va regasi in S. Mai mult, se observa ca din
conditia ca sirul x; sa fie marginit, rezulta ca exista cel putin un subsir
convergent. 0

Acum prezentam o analiza a convergentei metodei gradient pentru functii
obiectiv f ce poseda in plus fata de ipotezele teoremei precedente,
proprietatea ca gradientul V f este Lipschitz continuu.

Teorema 6.1.2 Fie f o functie diferentiabila cu gradientul Liptschitz
(constanta Lipschitz L > 0) si marginita inferior. — Mai mult,
lungimea pasului oy se alege pentru a satisface cele doua conditii
Wolfe. Atunci sirul xy generat de metoda gradient satisface proprietatea:

klim Vf(z) = 0.

Demonstratie: Se observa ca in acest caz particular unghiul dintre
gradient si directia considerata in metoda gradient (antigradientul) este

t9k271'.

In concluzie, din teorema de convergenta pentru metodele de descrestere
(vezi Teorema 5.3.1) avem:

S o B[V @) = 31V F () < oo

k>0 k>0

Rezulta ca sirul x; satisface proprietatea: V f(xy) — 0 cand k — oco. [

Remarca 6.1.1 Remarcam faptul ca din prima teorema de convergenta
a metodei gradient (vezi Teorema 6.1.1) am obtinut ca un subsir al girului
xy, converge la punctul stationar x*, in timp ce din a doua teorema (vezi
Teorema 6.1.2) avem rezultatul mai conservativ ca V f(xy) — 0.
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6.1.2 Rata de convergenta globala a metodei
gradient

In cazul in care lungimea pasului este constanta pentru toate iteratiile,
adica alegem un « astfel incat xp 3 = xp — aV f(zy), suntem interesati
in aflarea unui o optim ce garanteaza cea mai rapida convergenta.
Presupunem ca functia obiectiv are gradientul V f Lipschitz cu constanta
Lipschitz L > 0. Avem atunci urmatoarea relatie (vezi Apendice):

F) < F(@) + VI (g —2) + oz — gl ¥,y € domy.

Mai departe, aplicand aceasta inegalitate iteratiei de gradient, i.e. y =
Tpa1, rezulta:

Fl@rer) < flan) — allVf()|* + gaQIIVf(ﬂsz)ll2

= f(@) ~ a1 ~ o)V F @)

Lungimea pasului ce garanteaza cea mai mare descregtere per iteratie se
obtine din conditia:

e =50
adica:
L 1
=7
Metodei gradient cu pas constant ii corespunde o lungime optimala a
pasului data de a@ = % In acest caz, descresterea la fiecare pas este

ilustrata de relatia:

f(@rg) < fla) - —HVf(fffk)H2
iar daca insumam aceste inegalitati de la k = 0 la £k = N — 1 obtinem:

flan) < f(zo) — o Z IV f (1)

adica:

2

1

= S IV @I < flw) = flaw) < fl@) = £ (6)

0

B
Il
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In continuare definim:

IV F@l

IVfxll = arg, _min

Din inegalitatea (6.1) si inegalitatea precedenta rezulta:
1
— N||Vfn|* < — f~
27 IVINI® < fzo) = f

In concluzie, dupa N = k pasi se obtine urmatoarea rata de convergenta:

nvmui%¢muuw—ﬁx

adica metoda gradient are, in acest caz, o rata de convergenta subliniara.

O

Din demonstratia teoremei se observa ca orice pas a pentru metoda

gradient in intervalul
2
€0, =
we (0 7)

asigura descresterea functiei obiectiv gi, In consecinta, o rata de
convergenta subliniara. Mai mult, pentru N — oo in inegalitatea (6.1)
obtinem ca ||V f(zg)|| = 0 cand k — oo.

Observam ca nu se poate spune nimic in acest caz despre convergenta
sirului z la punctul stationar z* sau al lui f(z;) la valoarea optima f*.
Acest tip de convergenta poate fi derivata in cazul convex.

Mai departe consideram problema de optimizare convexa neconstransa
min,ege f(), unde functia obiectiv f € F,;"' (R?) (F'(R™) reprezinti
clasa de functii diferentiabile, convexe, cu gradient Lipschitz de constanta
L) pentru care avem inegalitatea (vezi Apendice):

LIVF@) ~ VI < (VF() - Vi()z—y) Yoy € domy.

De asemenea, pentru un punct de optim global z* notam Ry = ||z — ||
distanta de la punctul z; la punctul de optim x*. Atunci, din relatia
precedenta gi V f(z*) = 0 obtinem:
Ripy = o — 2" —aVf(z)|’
= R} —2a(Vf(xg),m — ") + o |V f ()]

< B -olg - ) VI
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Observam ca pentru pas constant o € (0 %) avem R < Ry pentru orice

k > 0. Notand Ay = f(zx) — f*, din convexitatea lui f si inegalitatea
Cauchy-Schwartz, avem:

Ap < (Vf(ar), o —2%) < R [V ()| < Ro [V ()l (62)

Din proprietatea Lipschitz avem:

Flen) < Fa) = all = o)V (),

de unde scazand in ambele parti f* gi combinand cu inegalitatea (6.2)

obtinem:
w

Apip < Ag —
k41 S Bk R

A,
unde w = (1 — £a). Deci,

1 > 1 +w Ak > 1 +UJ
Ak+1 o Ak R% Ak+1 o Ak R%

Prin insumarea acestor inegalitati de la k = 0 la k = N — 1 rezulta
urmatoarea inegalitate:

1 1 w
— > —+ —=N.
Ay — Ay R
Mai departe, daca alegem o = a* = % obtinem urmatoarea rata de
convergenta:
. 2L(f (o) = F*) |lzo — 2%
flaw) — f* < (f(xo) = f7) I

2L ||z — z*|)? + N(f(zo) — f*)

Din proprietatea de Lipschitz avem:
* * * L * |2
flao) < F (Va0 =) + 5 lao = |
* L *
- f‘i‘a”ﬂ?o-%”z

Obtinem atunci (inlocuind N = k) urmatoarea rata de convergenta
subliniara a metodei gradient pentru probleme de optimizare convexe

neconstranse: ,
2L ||zg — x|
D L L S L
flaw) = f7 < k+4
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6.1.3 Rata de convergenta locala a metodei gradient

In acest a subcapitol analizim rata de convergenta locala a metodei
gradient. Pentru simplitatea expunerii studiem mai intai cazul
problemelor patratice:

* : 1 T T
f* = min f(z) (—596 Qr —q x)
unde Q este matrice simetrici pozitiv definitd. In acest caz problema de
optimizare patratica convexa precedenta are un singur punct de minim
global z* ce satisface relatia Qx* — ¢ = 0. De asemenea, dand x; la
iteratia k, definim reziduul ry, = Qzy —q = V f(xx). Atunci, pasul optim
(obtinut prin metoda ideala de alegere a pasului) se obtine explicit din
minimizarea functiei patratice unidimensionale in « € (0, o0): ¢(«a) =
[z — arg):

LTy

r {Qm'

Astfel, metoda gradient are urmatoarea iteratie pentru cazul patratic
convex:

. —

rir,

r {Qr k
Ca sa evaluam rata de convergenta, introducem urmatoarea functie ce
masoara eroarea:

efw) = 5(r — )T Qr — %) = f(x) ~

Vf(wg).

Lk+1 = T —

unde am folosit ca Qz* —q = 0si f* = f(2*). Observam ca eroarea e(z)
este zero daca si numai daca z = x*. Prin calcule simple se poate arata
ca
e(xy) — e(zpy1) 2007 Que — aprl Qry
e(zy) y,:f QY
unde y = x; — =*. Tinand cont ca Qy. = 1, obtinem:

(ri;)? )
e(rpr1) = 1— e(xy).
) = (1~ gt o
Putem arata ugor utilizand inegalitatea lui Kantorovich:

: (yTy)2 4)\min)\max
min =

v#0 (Y7 Qy)(y"Q'y) (Amin + Amax)?
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ca urmatoarea relatie are loc:

2
e(Tg1) < %e(u),
unde £ este numarul de conditionare al matricei @, adica k£ = Apax/Amin,
CU Apin > 0 valoarea proprie minima, iar A\, valoarea proprie maxima a
matricei pozitiv definite (). Din aceasta relatie rezulta ca e(zg) = f(xy) —
f* — 0 cu o rata liniard marginita de constanta 3 = (k — 1)?/(k + 1)%
Observam ca rata de convergenta este lenta daca numarul de conditionare
k este mare gi depinde de punctul de pornire xy. Acest rezultat pentru
probleme QP strict convexe, unde pasul se alege cu metoda ideala, ne
arata ca valorile functiei f(zy) converg la valoarea optima f* cu o rata
liniara.

Pentru functii diferentiabile nepatratice rezultate similare au loc:

Teorema 6.1.3 Presupunem cd functia f € C? si cd iteratiile metodei
gradient generate cu procedura de cautare ideala a pasului converge la
un punct x* pentru care V2f(x*) este matrice pozitiv definitd. Fie un
scalar B € ((k—1)?/(k+1)* 1), unde k este numarul de conditionare al
matricei V2 f(x*). Atunci, pentru k suficient de mare avem cd:

flargr) — f(a) < B(f(xr) — f(z7)).

Demonstratia se bazeaza pe folosirea Hessianei functiei obiectiv in
punctul z* in locul matricei () corespunzatoare cazului patratic. In
acest caz, daca x* este un punct de minim local astfel incat Hessiana
V2f(xz*) este pozitiv definitd cu un numar de conditionare x, putem
arata ca girul z;, convergent la z* produs de metoda gradient satisface
urmatoarea proprietate: f(zy) — f(2*) cu o rata de convergenta liniara
al carei coeficient este marginit inferior de (k — 1)?/(k + 1)2. Observam
ca in cazul neconvex girul x; generat de metoda gradient converge catre
x* daca punctul de pornire z( este suficient de aproape de z*, adica avem
convergenta locala.

6.2 Metoda directiilor conjugate

Metoda directiilor conjugate poate fi privita ca o metoda intermediara
intre metoda gradient (ce folosesgte informatie de ordinul intéi) si metoda
Newton (ce folosegte informatie de ordinul doi). Aceasta metoda este
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motivata de dorinta de a accelera rata de convergenta lenta a metodei
gradient si in acelagi timp de a evita folosirea Hessianei precum se
intampla in metoda Newton. Un caz particular al metodei directiilor
conjugate este metoda gradientilor conjugati, care a fost initial dezvoltata
pentru probleme patratice. Aceasta tehnica a fost extinsa la probleme de
optimizare generale, prin aproximare, deoarece se poate argumenta ca in
apropierea unui punct de minim local functia obiectiv este aproximativ
patratica.

6.2.1 Metoda directiilor conjugate pentru QP

Metoda directiilor conjugate este de asemenea o metoda de ordinul intai,
adica foloseste informatia extrasa din valoarea functiei si a gradientului
acesteia (oracol de ordinul intai), insa prezinta o rata de convergenta
mai buna decat a metodei gradient cel putin pentru cazul patratic. Sa
presupunem urmatoarea problema patratica (QP) strict convexa:

1
min -z’ Qx — ¢" z,
zeR"
unde >0 (i.e. matrice pozitiv definita). Solutia optima a acestei
probleme de optimizare este echivalenta cu rezolvarea urmatorului sistem
de ecuatii liniare

Qr =gq.
Intrucat () este inversabila, solutia problemei de optimizare sau solutia
sistemului liniar este 2 = Q7 '¢. In cele mai multe cazuri, calculul

inversei este foarte costisitor, si, de obicei, complexitatea aritmetica a
unei metode de calcul numeric matriceal pentru gasirea solutiei este de
ordinul O(n?). In cele ce urmeazi vom prezenta o metodi numerica de
optimizare mai simpla si de obicei mai putin costisitoare numeric pentru
calculul solutiei z*.

Definitia 6.2.1 Doi vectori dy si dy se numesc QQ-ortogonali daca
satisfac conditia d¥Qdy = 0. O multime de vectori {dy,ds, -+ ,dy} se
numeste Q-ortogonald dacd d} Qd; =0 pentru orice i # j.

Se observa ca daca matricea Q>0 si daca multimea {dy, ds,- - - ,dy} este
Q-ortogonala, iar vectorii sunt nenuli, atunci acesti vectori sunt liniar
independenti. Mai mult, in cazul in care k = n, vectorii formeaza o
bazi pentru R™. In concluzie, daci {di,ds,- -+ ,d,} este Q-ortogonala,
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iar vectorii sunt nenuli, exista aq,---,a, € R astfel incat z* = ayd; +
agdy + -+ + a,d, (adica x* este combinatie liniara a vectorilor bazei).
Pentru aflarea parametrilor «; avem relatia:

]

T drQd;  dTQd;

B dr Qux* B dl'q

(&%)

Concluzionam ca:

si deci x* poate fi obtinut printr-un proces iterativ in care la pasul ¢
adaugam termenul «;d;.

Teorema 6.2.1 Fie {do,dy, - ,d,_1} o multime Q-ortogonala de
vectori cu elemente nenule. Pentru orice xqg € R™ sirul x, generat de
metoda iterativa:

Tpt1 = Tk + agdy,
’l“]{dk

drQdy

o = ry = Qrr —q

converge la x* dupa n pasi, adica x, = x*.

Demonstratie: Deoarece vectorii  {dy,dy, -+ ,d,—1} sunt liniar
indepen- denti putem scrie:

/ / /

pentru anumiti scalari ;. Multiplicand aceasta relatie cu @ si apoi luand
produsul scalar cu dj obtinem:

d{Q(a:* )
diQd,

ay, =
Folosind iteratia precedenta pentru calcularea lui x;; obtinem:
T — 2o = opdo + opdy + -+ -+ a1 d—

si din Q-ortogonalitatea lui d; derivam urmatoarea relatie:

d} Q(z), — x0) = 0.
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In concluzie,

, dEQ(x* — xy) ridy,
O{k =

dIQd,  dLQd,

coincide cu ag. De aici rezulta ca x, — rg = x* — ¢ si deci z,, = 2*. [

Se observa ca reziduul r, = Qx, — ¢ coincide cu gradientul functiei
obiectiv patratice. Folosind argumente similare teoremei precedente se
poate arata urmatorul rezultat:

Teorema 6.2.2 Fie {do,dy, - ,d,—1} o multime Q-ortogonala de

vectori cu elemente nenule, definim subspatiul Sy, = Span{dy,dy, - ,dy}.
rLd,

_dfczdk

Atunci pentru orice xg € R™ sirul xp11 = xp + apdy, unde oy =
are urmatoarele proprietati:

. N T
(i) s g min soQr—q g,
(11) reziduul la pasul k este ortogonal cu toate directiile precedente,
adica:
rid; =0 Vi<k.

Din teorema precedenta, proprietatea (i), avem ca gradientul este
ortogonal pe subspatiul Si_1:

Vf(xk) 1 Sk—l'

Aceasta teorema se mai numeste si minimizarea peste subspatiul de
extindere.

6.2.2 Metoda gradientilor conjugati pentru QP

Metoda gradientilor conjugati apartine clasei de metode de directii
conjugate cu o proprietate speciala: in generarea multimii de vectori
conjugati, noul vector d poate fi calculat folosind numai directia
anterioara dj_q. In aceasti metoda, pentru a calcula d, nu trebuie
sa gtim toate directiile conjugate anterioare dgy,dy,---,dr_1. Din
constructie, noua directie d; va fi automat ortogonala pe aceste directii
anterioare. Aceasta proprietate a metodei gradientilor conjugati este
foarte importanta, deoarece necesita putina memorie si calcule. Metoda
gradientilor conjugati pentru rezolvarea unui QP strict convex cuprinde
urmatorii pasi:
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Figura 6.4: Metoda gradientilor conjugati.

1. Fie vectorul zy € R™ dat, definim dy = —V f(xg) = —rg =
—(Qzo — q);
T
2. actualizam iteratia z,1 = x + agdy, unde o = —%;
k
U . . rkT+1Qdk
3. actualizam directia dyy; = —rgs1 + Brdy, unde [ = o0
k

Am utilizat notatia r, = V f(xg). Se observa ca la fiecare pas o noua
directie este aleasa ca o combinatie liniara intre gradientul curent si
directia precedenta. Metoda gradientilor conjugati are o complexitate
scazuta intrucat folosegte formule de actualizare simple (adica operatii
cu vectori).

Teorema 6.2.3 (Proprietati ale metodei gradientilor conjugati)
Metoda gradientilor conjugati satisface urmatoarele proprietati:

(i) Span{dy,...,d,} = Span{rg, ..., 1} = Span{re, Qro, ..., Q"ro};
(ii) dFQd; = 0 pentru orice i < k;

o riry, i
(i) e = Fog,

. TT T
(iv) By = 7’“%7:6“.
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Demonstratie: Relatia (i) se poate demonstra prin inductie. Este
evident ca (i) este adevarata la pasul k& = 0. Presupunem acum ca
egalitatile de multimi sunt valide la pasul k si demonstram relatia pentru
k + 1. Din iteratia metodei gradientilor conjugati se observa:

Th1 = T + pQdy.

Din ipoteza de inductie avem ci 1y, Qdy € Span{rg, Qro,- -, Q" ry}.
Drept urmare, r,.; € Span{rg, Qro, -+, Q" re}. Considerand acest
rezultat si iteratia:

diy1 = =Ty + Brdi,

rezultd de asemenea ci dy,; € Span{rg, Qro, -+, Q¥ rg}.
Pentru a demonstra (ii) folosim iarasi inductia gi luam in considerare
faptul ca:

i1 Qd; = =77, Qd; + Prdy Qd;.

Pentru ¢ = k, membrul drept este zero datorita definitiei lui 5;. Pentru
t < k, ambii termeni dispar. Primul termen dispare datorita faptului ca
Qd; € Span{dy,dy,--- ,d;+1}, a inductiei ce garanteaza ca metoda este
o metoda de directii conjugate pana la pasul ., si datorita Teoremei
6.2.2, ce garanteaza ca ryyq este ortogonal pe Span{dy,dy,- - ,d;11}. Al
doilea termen dispare prin aplicarea inductiei asupra relatiei (ii).
Pentru a demonstra (iii) observam ca:

T T T
—T‘kdk:mrk—ﬁk—ﬁkdk—l

. . e U . rTq . .
si apoi utilizam relatia o = - ar al doilea termen este zero,

- dlQdy
conform Teoremei 6.2.2.
In final, pentru a demonstra (iv) observim ci ik = 0, deoarece ry, €
Span{do, dy,- - ,dy} si 7x41 este ortogonal pe Span{dy,dy,--- ,dx}. Mai
mult, din relatia

1
Qdy = —(Thy1 — 11)
€77

s T _ 1,7
avem ¢a 7 Qdy = 5-Tj 1 Tk+1- O

Din proprietatea (ii) a teoremei precedente se observa ca metoda
gradientilor conjugati produce directiile {dy,dy,---,d,—1}, care sunt
directii Q-ortogonale si deci metoda converge la solutia optima z* in
exact n pasi, conform Teoremei 6.2.1.
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6.2.3 Metoda gradientilor conjugati pentru UNLP

Pentru o probleméa generala neconstransa min f(z), putem aplica metoda
reR?

gradientilor conjugati folosind aproximari adecvate. Prezentam in cele
ce urmeaza cateva abordari in aceasta directie.

In abordarea aproximarii patratice se repeta aceleasi iteratii ca si in cazul
patratic, folosindu-se o aproximare patratica cu urmatoarele identificari:

Q=V?f(x), rv=Vf(xs)

Aceste asocieri sunt reevaluate la fiecare pas al metodei. Daca functia f
este patratica, atunci aceste asocieri sunt identitati, si deci algoritmul este
o generalizare la cazul patratic neconvex. Cand o aplicam la probleme
nepatratice, atunci metoda gradientilor conjugati nu va produce o solutie
in n pasi. In acest caz se continud procedura, gasind noi directii si
terminand atunci cand un anumit criteriu este satisfacut (de exemplu,
IV f(zx)]| <e€). Este, de asemenea, posibil ca dupa n sau n + 1 pasi sa
reinitializam algoritmul cu xqg = x, si sa incepem metoda gradientilor
conjugati cu un pas de gradient.

Metoda gradientilor conjugati pentru probleme UNLP generale consta in
urmatorii pasi:

1. ro =V f(xg) si do = =V f(a0);

2. Xpy1 = X + agd,  pentru orice k= 0,1,--- ., n— 1, unde oy =
T‘Tdk
. k® .
df V2 f(xg)dy’
TkT+1V2f(zk)dk .

3. dip1 = =V f(@41) + Prdy, unde Sy = “remsrsa=;
4. dupa n iteratii inlocuim z( cu x,, si repetam intregul proces.

O proprietate atractiva a metodei gradientilor conjugati este aceea ca
nu este nevoie de cautarea pe o directie, adica nu trebuie sa gasim o
lungime a pasului. Pe de alta parte, aceasta abordare are dezavantajul
ca necesita evaluarea Hessianei functiei obiectiv la fiecare pas, care de
obicei este costisitoare. De asemenea, se observa ca in cazul general
aceasta metoda nu este convergenta.

Se poate evita insd folosirea directd a Hessianei V2 f(z). De exemplu,
in locul formulei pentru «j dat mai sus, putem gasi lungimea pasului
ap prin metoda de cautare ideala.  Expresia corespunzatoare va
coincide cu cea anterioara in cazul patratic. De asemenea, algoritmul
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se poate transforma intr-unul convergent prin modificarea adecvata a
parametrului S;. Avem la dispozitie urmatoarele reguli de actualizare:

T Tk+1
k+1
Fletcher—Reeves : B = +T7;
’f’k T'L
T
- Thk+1 — Tk) Tk+1
Polak—Ribiere : Br = ( 7 ) :
Tk Tk

Observam ca aceste formule coincid cu f; dat in algoritmul
precedent in cazul patratic. Din simulari s-a observat ca de obicei
metoda Polak-Ribiere are un comportament mai bun fata de metoda
Fletcher-Reeves. Obtinem urmatoarea metoda modificata a gradientilor
conjugati pentru probleme UNLP ce consta in urmatorii pasi:

1. 7o = Vf(xo) si dy = =V f(z0);

2. xpy1 = xp + agdp  pentru orice k = 0,1,---,n — 1, unde oy
minimizeaza functia unidimensionala f(xy + ady);

3. dpi1 = =V [f(xri1) + Brdy, unde 5y este ales cu una din cele doua
formule anterioare;

4. dupa n iteratii inlocuim zq cu z,, si repetam intregul proces.

Convergenta globala a metodei gradientilor conjugati modificata se poate
demonstra din simpla observatie ca la fiecare n pasi a acestei metode
se realizeaza o iteratie de gradient pur si ca la ceilalti pasi functia
obiectiv nu creste, ci de fapt se spera sa descreasca strict. De aceea,
repornirea algoritmului este importanta pentru analiza convergentei
globale a metodei, deoarece pentru directiile dj produse de metoda nu
putem garanta ca sunt directii de descrestere.

Proprietatile de convergenta locala a metodei descrise anterior pot fi
aratate folosindu-ne iarasi de analiza cazului patratic. Presupunand ca
la solutia x* Hessiana este pozitiv definita, ne asteptam la o rata de
convergenta cel putin la fel de buna ca a metodei gradient. Mai mult, in
general metoda converge patratic in raport cu fiecare ciclu de n pasi. Cu
alte cuvinte, observam ca in fiecare ciclu se rezolva o problema patratica
la fel cum metoda Newton rezolva intr-un pas aceasta problema patratica
si deci ne asteptam ca

1k — 27| < el — 2*|®
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pentru o anumiti constantd ¢ > 0 si k = 1, n, 2n,... In
concluzie, metoda gradientilor conjugati modificata poseda o convergenta
superioara metodei gradient, iar pe de alta parte are o implementare
simpla. De aceea, este adesea preferata in favoarea metodei gradient
pentru rezolvarea problemelor de optimizare fara constrangeri.



Capitolul 7

Metode de ordinul II pentru
(UNLP)

Metodele de ordinul doi sunt cele mai complexe metode numerice de
optimizare, deoarece folosesc informatie despre curbura functiei obiectiv
sau matricea Hessiana. De obicei, aceste metode converg mult mai rapid
decat metodele de ordinul intai, dar sunt in general dificil de implementat
deoarece calcularea si memorarea matricei Hessiane poate fi costisitoare
din punct de vedere numeric. Metoda Newton este un exemplu de metoda
de ordinul doi care consta in devierea directiei antigradientului prin
premultiplicarea lui cu inversa matricei Hessiane. Aceasta operatie este
motivata prin gasirea unei directii adecvate pentru aproximarea Taylor de
ordinul doi a functiei obiectiv. In general, pentru probleme de dimensiuni
mari, se prefera implementarea unei metode de ordinul intai care ia in
calcul structura functiei obiectiv. Adesea un gir de gradienti pot fi folositi
la aproximarea curburii de ordinul doi a functiei obiectiv. Metode ce se
bazeaza pe aceasta procedura se numesc metode quasi-Newton.

In acest capitol ne ocupam de rezolvarea unei probleme generale neliniare
de optimizare neconstransa (UNLP) cu metode numerice ce utilizeaza
informatie furnizata de gradient si Hessiana (informatie de ordin doi)
sau o aproximare a acesteia (adica ce se bazeaza pe informatie de ordinul
ntai):

(UNLP) : f*=min f(x), (7.1)

reR”™

unde functia obiectiv este de doua ori diferentiabila cu Hessiana continua

(ie. feC?).



7.1. Metoda Newton 109

7.1 Metoda Newton

In analiza numerica i optimizare, metoda lui Newton (sau cunoscuta
i sub numele de metoda Newton-Raphson) este o metoda de calcul al
radacinilor unui sistem de ecuatii. Consideram sistemul neliniar:

unde y € R" i F' : R® — R" o functie diferentiabila. Acest sistem
poate fi rezolvat prin metoda Newton care consta in liniarizarea ecuatiei
in punctul curent yy:

OF

F(ye) + a_y(yk)(y —y) = 0. (7.2)

Aceasta procedura, ce consta in rezolvarea sistemului liniar in 1,

conduce la urmatoarea iteratie Newton, sub ipoteza ca Jacobianul (notat
_ OF s 5.

VF(yr) = 5, (yr)) este matrice inversabila:

Ykl = Yi — (2—5(%))_1 F(yk)-

Consideram acum conditiile necesare de optimalitate de ordinul intai
pentru probleme UNLP, ce se reduc la un sistem de ecuatii neliniare:

cu gradientul Vf : R" — R". Acest sistem are numarul de ecuatii egale
cu numarul de variabile. Metoda Newton va liniariza sistemul neliniar in
punctul x; pentru a gasi urmatorul punct xp,q:

V() + V2 f (@) (21 — 2x) =0,

iar din aceasta relatie putem deriva metoda Newton care consta in
urmatoarea iteratie (vezi Fig. 7.1):

Ty1 =z, — (V2 f ()T V f ().

Directia in metoda Newton este data de expresia

dy = —(V2 f ()" V f (),
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Figura 7.1: Metoda Newton aplicatd functiei
fz1,20) = (71 — 23)? + 3(w1 — 22)%.

numitd si directia Newton. Observdm ca daca V?f(z;)=0, atunci
directia Newton dj este directie de descrestere. Reamintim ca directia
in metoda gradient este data de antigradientul —V f(zy), adica in locul
matricei (V2 f(zy)) ! din metoda Newton, in metoda gradient se foloseste
matricea identitate I,,.

O alta interpretare a metodei numerice de optimizare Newton poate
fi obtinuta din aproximarea Taylor de ordinul doi a functiei obiectiv
f. Reamintim conditiile de optimalitate suficiente de ordinul doi ce se
definesc astfel: daca exista un z* ce satisface:

Vi)=0 si Vf(z*)=0

atunci x* este un minim local. Daca punctul z* satisface conditiile
precedente, atunci existd o vecindtate a lui * notatd N astfel incat
pentru orice z € N avem V2f(z)=0. Din aproximarea Taylor obtinem
ca (Fig. 7.2):

Fons) 2 Jn) + VS @) =)+ 5 (onn =) V2 (00 (1= 0)

si deci iteratia Newton este data de (vezi Fig. 7.2):

P = argmin f o) + 9 (@) (5 = 26) + 50 — 0 @)y - )

Se observa cd daca xj, este suficient de aproape de z* atunci V2 f(z;)=0
si din conditiile de optimalitate corespunzatoare unei probleme QP
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f(x)

Figura 7.2: Iteratia metodei Newton folosind aproximarea patratica Taylor

in xy, pentru functia f(z) = 23 — 2% — 62 + exp(—x)/2.

strict convexe obtinem din nou xj.y = z — (V2f () 'V f(2), adica
aceeasi formuld, insd cu o interpretare diferiti. Ficand analogia cu
interpretarea metodei gradient, observam ca in ambele metode iteratia
Try1 se genereaza din rezolvarea unei aproximari patratice in care
termenul liniar este acelasi, dar termenul patratic in metoda gradient este
(y—z)"I,,(y—x) in timp ce in metoda Newton este (y—zy)T V2 f (x1,) (y—
xy). Este clar ca aproximarea patratica a functiei f folosita in metoda
Newton este mai buna decat cea folosita in metoda gradient si deci ne
asteptam ca metoda Newton sa performeze mai bine fata de metoda
gradient.

Putem intr-o maniera similara celei anterioare sa interpretam derivarea
directiei Newton, si anume din aproximarea Taylor avem:

1
flzp +d) = flo) + Vf(op)'d+ §dTV2f(xk)d
si deci definim directia Newton:
1
dp = arg mdin f(xr) + Vf(zp)'d+ §dTV2f(xk)d.

Se observd ca dacd VZ2f(x,)=0, din conditiile de optimalitate
corespunzatoare unei probleme QP strict convexe obtinem din nou

directia Newton dj, = —V2f(x;,) "'V f(z).
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7.1.1 Rata de convergenta locala a metodei Newton

In acest subcapitol vom analiza convergenta locala a metodei Newton in
forma standard (adica pasul oy = 1):

2 ~1
T = xp — (V7 f(23)) 7 V().

Vom arata in urmatoarea teorema ca aceasta metoda converge local cu

rata patratica, adica existd 8 > 0 astfel incat ||z, — 2*|| < B|lox — *||?

pentru orice k > 0, sub ipoteza ca xg este suficient de aproape de z*.

Teorema 7.1.1 (Convergenta locala patratica a metodei Newton)
Fie f € C?% si x* un minim local ce satisface conditiile suficiente de
ordinul I (i.e. Vf(z*) = 0 si V2f(z*) = 0). Fie o constanti | > 0
astfel incat:

V2 f(z*) = 1,
Mai mult, presupunem cd V2 f(xz) este Lipschitz, i.e.
IV2f(2) = V2 f(y)ll < Mz —yl| Va,y € domf,

unde M > 0. Daca xq este suficient de aproape de x*, adica:
. 2
[zg — 2| < 3 A
atunci iteratia Newton xp1 = xp — (V2f (1)) 'V f(z) are proprietatea
ca sirul xy generat converge la x* cu rata patratica, adicd ||z — x| <
3Lz, — 2*||* pentru orice k > 0.

Demonstratie: Intrucat z* este un minim local atunci Vf(z*) = 0.
Mai mult, din teorema lui Taylor in forma integrala avem:

1
V f(ae) = V() +/ V2 (e + 7(zp — 7)) (26 — 2°)d7
0
Se obtine:

Tpp1 — 0° = xp — 2% — (V2f(21) 'V f(2)
= (V2 f () V2 f () (xg — &) = V f(ar) + Vf(2*)]

= (V2 f (@) [V () (2 — x*)—/o VEf (@ 7 (@ — 27) (2 — 27)d7]
= (VQf(xk))_l/o [V2f (@) (@ —2") = V2 f (2" + 7 (@, — 27)) (2x — 27)d7]

= (V2f(zx)™" /0 [V2f () = V2 (@" + 7(a — 27))](w, — 27)dr.
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Intrucat
IV2f(2x) = V2f ()| < Mz — 27|
rezulta ca (vezi Apendice):
—Mllxy — 2|1 2 V2 f(zx) = V2 f (") 2 M2y — 2"|| L.
Mai mult, vom avea:
V2 f(xp) = V2f(x*) — M|y, — 2%||1,, = 1, — M|xy, — z*||I,, = 0,

%ﬁ, de unde rezulta:
1
0= (V2 1< I,.

sub ipoteza ca ||z — x*|| <

Concluzionam urmatoarele:

lzxsr — 27

= (V2 f () ~| - H/O V2 f (i) = V2 f (2" +7(ap—a"))dr | - ||lzx—a]

< 1
[ — M|zp — x|

1 /1
< M1 — 7)dr||zp — |2
ST Jy MO

< s ek = 2P
—||zx — z*||%
=My —a| 2"
Prin inductie se arata usor ca daca ||xo—z*|| < 20/3M, atunci ||z —z*|| <

21/3M pentru orice k > 0. Observam ca e 2 < % < 00 gi deci
< 3M

|Tps1 — ¥ < 2l |7x — $*||2 B

1
/ M(1 = )|z — a*|ldr|z — 27
0

Remarca 7.1.1 Din teorema anterioara putem concluziona ca metoda
Newton are o rata de convergenta foarte rapida in apropierea punctului
de optim local. Mai mult, observam ca metoda Newton converge intr-un
singur pas pentru probleme patratice convexe. Deci in comparatie cu
metodele de ordinul intai unde in cel mai bun caz convergenta se atinge
in n pasi, in metoda Newton obfinem convergenta in exact un pas
pentru problemele patratice convexe. Principalul dezavantaj al acestei
metode este necesitatea de a calcula Hessiana functier f si inversarea
acestei matrice. Aceste operatii sunt costisitoare, complezitatea fiind de
ordinul O(n3), si deci pentru dimensiuni mari ale problemei de optimizare
(UNLP), de exemplu n > 103, aceste operatii sunt foarte greu de realizat
pe un calculator obisnuit.
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7.1.2 Convergenta globala a metodei Newton

Daca pornim dintr-un punct xg ce nu este intr-o vecinatate a lui z*, atunci
metoda Newton va trebui modificata pentru a garanta convergenta ei
catre un punct stationar. Modificarea consta in alegerea dimensiunii
pasului o # 1, astfel incat de exemplu conditia Wolfe (W1) sa fie
satisficutd. In acest caz, metoda Newton (numita si metoda Newton
cu pas variabil) devine:

T1 = 2k — ap(V2f(21) "V f(z).

In general, lungimea pasului ay se alege cu procedura ideald (adica se
obtine din minimizarea functiei unidimensionale min,> f(xx+ady), unde
dp = —(V?f(xy)) 'V f(x1)) sau cu procedura backtracking. Bazat pe
una din aceste proceduri, observam ca daca x;, este suficient de apropiat
de a*, pasul oy va deveni 1 (vezi Fig. 7.3).

[fx)=F 1 10 (x,)
‘\

.

L AN
o

0.2 -‘ '

0asf | %t

|

0.1f

0.05F

0

8
k

Figura 7.3: Metoda Newton aplicatd functiei
fz1,22) = (11 — 23)? + 3(w1 — 22)* cu alegerea pasului prin metoda ideald
(linie continua), backtracking (linie intrerupta-punctata) si o = 1 (linie
intrerupta). Evolutia de-a lungul iteratiilor f(xy) — f* (stinga) si a
I9f (o) | (dreapta).

Urmatoarea teroema furnizeaza o serie de conditii suficiente ce
garanteaza convergenta globala a metodei Newton catre un punct
stationar.

Teorema 7.1.2 (Convergenta globala a metodei Newton) Fie

functia obiectiv f € C? cu gradientul V f Lipschitz. Consideram metoda
Newton cu pas variabil xj, 1 = x, — ap(V2f(2r)) 'V f(2r), unde ay
se alege folosind backtracking. Mai departe presupunem ca Hessiana
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satisface conditia BiI, = (V2f(xy,))™" X Bal, pentru orice k > 0, unde
0 < By < By. Atunci, metoda Newton produce un sir xp cu proprietatea
ca fie Vf(xy) — 0, ori f(x) = —oo (adica funclia f nu este marginita
inferior).

Demonstratie: Presupunem ca algoritmul Newton produce un sir xy
astfel incat girul f(xy) este marginit inferior. Din moment ce alegem ay,
cu metoda backtracking, avem ca conditia Wolfe (W1) este satisfacuta
si deci f(xpy1) < f(xg). Stim ca un gir descrescator si marginit inferior
este convergent, deci exista f* astfel incat f(x;) — f*. Aceasta implica
de asemenea ca [f(zg) — f(2k4+1)] — 0. Din conditia Wolfe (W1) avem
ca:

—c100,V f ()" di

= gV f(ze) (V2 f(xr) 7V f )

> BV f ()|

Trecand la limita pentru k — oo obtinem ca:
cra ||V f (z) |2 — 0. (7.3)

Este suficient sa aratam ca ap > aupm > 0 pentru orice £ > 0.
Vom arata in cele ce urmeaza ca atunci cand lungimea pasului ay
este aleasa conform procedurii backtracking avem ca ap > Quin, unde
Qpin = min{1, %} > (0 si L este constanta Lipschitz pentru gradientul
Vf, adici |V f(x) — V()| < Ll -yl

Pentru pas complet a;, = 1 avem in mod evident satisfacuta relatia ay >
Qmin. In celdlat caz, datorita procedurii de backtracking pentru alegerea
lungimii pasului, avem ca pasul anterior a@ = %k nu satisface conditia

Wolfe (W1), pentru ca in caz contrar ar fi fost folosit acest pas, si deci:

f(xk -+ %dk) > f(xk) -+ Cl%Vf(l’k)Tdk

f(xk> - f($k+1)

v

o a
flaw + ?kdk) — flzx) > cl?’“v f @) dy.

Folosind Taylor avem cd existd 7 € (0, <¢) astfel incat f(z) + SEdi) —

flaw) = <=V [z + 7dy,)T dy. Mai departe, obtinem:

V(e + 7di) dy, > 1V f () dy
(Vf(.Tk + Tdk) — Vf(%k))T dk > (1 — Cl) (—Vf(%k)Tdk) .
~————

'

<7L|dg||? =d}, TV f(x,)dy,
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In concluzie, tinand seama ca 7 < %’2 avem:

a 1
?]"’LHdkH2 > (1= ¢1)d V2 f () dy, > 1|,

2

1— e U . v o ey . .
ceea ce conduce la ay > Uoce 0, adica girul a4, este marginit inferior

BaL
v e U 1—
de o constantd pozitivd omin = (/82—%)’).

proprii ale matricei Hessiane satisfac conditia: é > MNV2f(zp)) > /8—12
Din faptul ca ay > amin > 0 si relatia (7.3) obtinem ca ||V f(z)|| — 0
pentru k — oo. [l

Am folosit faptul ca valorile

O observatie importanta legata de aceasta metoda tine de faptul ca
directia Newton este directie de descrestere dacid V?f(x;) = 0. Daca
aceastd conditie nu este satisficutd, atunci in locul matricei V?f(zy)
vom considera matricea eI, + V2 f(x;) pentru o valoare adecvata e, > 0
astfel incat noua matrice sa devina pozitiv definita. In acest caz, metoda
Newton cu pas variabil devine:

Tror = o — g (el + V2 f ()" V(1) (7.4)

unde ca si mai inainte lungimea pasului a4 se alege prin metoda ideala
sau backtracking. In cele ce urmeazi definim o procedurd de alegere a
constantei €. Observam ca daca alegem ¢, prea mic pentru ca iteratia
anterioara sa fie aproximativ similara cu cea a metodei Newton (care
are rata de convergenta patratica locald), atunci putem avea probleme
numerice datorita faptului ca Hessiana este prost conditionata cand este
aproape singulara. Pe de alta parte, daca ¢, este foarte mare atunci
matricea €l + V2f(x;) este diagonal dominantd si deci metoda va
avea un comportament similar cu algoritmul gradient (care are rata de
convergenta liniara). Dand o iteratie xy si €, > 0, incercam sa calculam
factorizarea Cholesky LLT a matricei e, + V?f(x;). Daca aceasta
factorizare nu este posibila atunci multiplicam ¢, cu un factor 5 (de
exemplu, putem alege f = 4) si repetam pana cand aceasta factorizare
este posibila. Odata ce aceasta factorizare este posibila, o folosim
in aflarea directiei Newton, adica o folosim in rezolvarea sistemului
Convergenta globala a metodei Newton modificata (7.4) se demonstreaza
in aceeasi maniera ca in Teorema 7.1.2.
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7.2 Metode quasi-Newton

Dupa cum am mentionat anterior, principalul dezavantaj al metodei
Newton consta in faptul ca la fiecare iteratie este nevoie sa calculam
Hessiana si inversa sa, operatii costisitoare, in general de ordinul
O(n?®). Metodele quasi-Newton au scopul de a inlocui inversa Hessianei
V2f(zx)™' cu o matrice Hj, ce poate fi calculatdi mult mai ugor dar
in acelagi timp de a pastra rata de convergenta rapida a metodei
Newton. In metodele quasi-Newton se construieste de asemenea o
aproximare patratica a functiei obiectiv unde Hessiana functiei patratice
se aproximeaza pe baza diferentelor de gradient, deci aceste metode
folosesc numai informatie de ordinul intai. Mai mult, costul per iteratie la
metodele quasi-Newton este de ordinul O(n?). Consideram urméatoarea
iteratie:
Tyl = T — akaVf(xk)

Se observa ca directia dy = —H,V f(x)) este una de descregtere daca
matricea H>=0:

In metoda quasi-Newton pasul «; se alege de obicei cu procedura ideala
sau pe baza de backtracking. In general, ca gi in cazul metodei Newton,
daca x;, este suficient de apropiat de solutia z* alegem a4, = 1.
Obiectivul nostru este de a gasi reguli de actualizare pentru matricea
H,, astfel incat aceasta sa convearga asimptotic la adevarata inversa a
Hessianei, adica:

H;, — sz(x*)_l.

Din aproximarea Taylor avem:
Vf(@ri1) =V f ) + V2 (00) (@1 — 2).

In concluzie, din aproximarea adeviratei Hessiane V2 f(x;) cu matricea
Bj.11 obtinem urmatoarea relatie:

V(i) — V(o) = Breyr(vps1 — 1) (7.5)

. A~ o _1 . .
sau echivalent, notand Hy,1 = B, ; obtinem:

Hya(Vf(zp11) — V() = Trg1 — . (7.6)

Ecuatia (7.5) sau (7.6) este cunoscuta sub numele de ecuatia secantei.
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Pentru H,!; = V?f(xx) recuperam metoda Newton. Se observa ca avem
o interpretare similara celei a metodei Newton, si anume ca la fiecare
iteratie consideram o aproximare patratica convexa a functiei obiectiv
(i.e. By>=0) si 0 minimizam pentru a obtine directia de la urmatorul pas:

1
dp = arg Crlrelg&r% fxy) + Vf(z)d+ idTBkd. (7.7)

Intrucat Hessiana este simetrica este necesar ca matricele By 1 si Hyiq
sa fie simetrice de asemenea. In concluzie avem n ecuatii (din relatia
(7.6)) cu % necunoscute (prin impunerea simetriei asupra matricei

Hyy1) si deci se obtine un numar infinit de solutii. In continuare vom
enunta diferite reguli de actualizare a matricei By, sau Hjy ce satisfac
ecuatia secantei (7.5) sau (7.6) si simetria.

7.2.1 Actualizari de rang unu

Cea mai simpla actualizare posibila pentru matricea By sau echivalent
pentru matricea Hj este cea de rang unu. In acest caz considerdm o
matrice simetrica pozitiv definita initiala By data si apoi actualizam
matricea By, prin urmatoarea formula:

By = By + Bkukuf,

in care [y, € R si u, € R™ sunt alese astfel incat ecuatia secantei (7.5) sa
fie satisfacuta. Observam ca daca matricea simetrica By > 0 si B > 0
atunci matricele By sunt simetrice si pozitiv definite pentru orice k > 0.
Introducem acum urmatoarele notatii:

Ap =axpy —xp and O = Vf(zp1) — V (k).
Impunem asupra matricei By, conditia (7.5):
By 1Ay = b
Aceasta conduce la
Ok = Brlg + Bi(ug, Ag)ug.

Concluzionam ca up = (0 — BrAg) pentru un anumit scalar ~ si
inlocuind aceasta expresie in egalitatea precedenta obtinem:

61 — BrAg = Bey?[(0k — Brli)" Ax](0x — BrAy).
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Din aceasta relatie rezulta ca i si v trebuie alese astfel incat:
Br = sgn((0r — Brdp)"Ay), v = £[(6k — Brli) A7,

In concluzie, obtinem urmatoarea formula pentru actualizarea lui By 1:

1

B..1 =108
k+1 kT (Or — Beln)T A,

Aplicand formula Sherman-Morrison pentru Hyq = B, jl obtinem urma-
toarea actualizare pentru Hy1:

1

H.., = H,
k+1 kTt 5;{(Ak — Heop)

Pentru a garanta ca Hp,; > 0, este necesara satisfacerea urmatoarei
inegalitati:

Insi in practicd se poate observa cd existd si cazuri cand &7 (A, —
Hidr) = 0. O strategie folosita in aceasta situatie este urmatoarea: daca
6]?(Ak_Hk6k> este IIliC, de exemplu ‘6g(Ak_Hk5k>| < TH5k||||Ak_Hk6k||7
pentru un r < 1 suficient de mic, atunci consideram Hj; = Hy.

7.2.2 Actualizari de rang doi

In actualizarile de rang doi pornim de asemenea de la ecuatia secantei
(7.5). Din moment ce avem o infinitate de matrice simetrice ce satisfac
aceasta ecuatie, determinam By, In mod unic prin impunerea conditiei
ca aceasta matrice sa fie cat mai aproape posibil de matricea de la iteratia
precedenta By:

By = arg min |B — Byl
B=BT, BA,=5;
unde || - || este 0 anumita norma pe matrice. Pentru o rezolvare explicita

a problemei de optimizare anterioare putem considera norma:s:
[Allw = [WY2AW Y2,

adica norma Frobenius, unde matricea W este aleasa astfel incat sa fie
pozitiv definita satisfacand conditia W, = Ay. In acest caz, solutia By, 1
a problemei de optimizare anterioare este data de urmatoarea formula:

Biy1 = (I, — BuorAL) Br(IL, — BrAwdl) + Brdwdy
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in care (B = Folosind formula Sherman-Morrison-Woodbury

1
ATS,
obtinem ca actualizarea pentru Hy,q = Bk_-i}l este data de expresia:

1

1
ST Ho,

Hy.1=H
k+1 kT A{gk

ApATL — (Hp6) (Hpo) "

Metoda de optimizare quasi-Newton bazata pe aceasta actualizare a
matricei Hy,1 sa numeste metoda Davidon-Fletcher-Powell (DFP).

Ca si mai Inainte, alegem matricea initiala Hy > 0. Metoda (DFP)

satisface urmatoarele proprietati
(i) toate matricele Hy > 0 pentru orice k > 0;

(i) daca f(z) = %ZETQQE — g'x este patratica si strict convexa atunci
metoda (DFP) furnizeaza directii conjugate, adica vectorii dj, =
—HV f(xy) sunt directii Q-conjugate. Mai mult, H, = Q' i in
particular daca Hy = I,, atunci directiile dj coincid cu directiile din
metoda gradientilor conjugati. De aceea, putem gasi solutia unei
probleme de optimizare patratice in maximum n pagi cu ajutorul
metodei quasi-Newton (DFP).

Daca in locul problemei de optimizare anterioare consideram problema:s:

Hyy1 = arg min |H — Hgl|,
H=HT, H),=Ay,
unde folosim aceeasi norma pe matrice ca si Inainte, dar de
data aceasta matricea pozitiv definita W satisface conditia

WA, = 6. Obtinem urmatoarea solutie, numita si metoda
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BEGS):

1
Hyy1 = Hy — ATs ((Hrop) AL + Ap(Hydp)") + Br(ApAf)
k Yk
1 L5,
= 1+
b= 315, { i A{(sk]

Aceleagi proprietati sunt valide si pentru metoda (BFGS) ca si in cazul
metodei (DFP). Cu toate acestea, din punct de vedere numeric, (BFGS)
este considerata cea mai stabila metoda. Se observa ca metodele
quasi-Newton necesita doar informatie de ordinul intai (adica avem
nevoie de informatie de tip gradient). Observam de asemenea ca numarul
de operatii aritmetice pentru actualizarea matricelor Hy . si apoi pentru
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calcularea noului punct xy,; este de ordinul O(n?), mult mai mic decat
in cazul metodei Newton care are complexitate de ordinul O(n?). Mai
mult, directiile generate de metodele quasi-Newton sunt directii de
descrestere daci asiguram satisfacerea conditiei H, > 0. In general,
Hy, — (V2f(2*))~! pentru k — oo, iar in anumite conditii vom arita ca
aceste metode au rata de convergenta superliniara.

7.2.3 Convergenta locala a metodelor quasi-Newton

In acest subcapitol analizam rata de convergenta locala a metodelor
quasi-Newton, in particular aratam convergenta superliniara pentru
aceste metode:

Teorema 7.2.1 Fie x* un punct ce satisface conditiile suficiente de
optimalitate de ordinul II. Presupunem iteratia quasi-Newton de forma
Ty = xp — Hp Vf(xy), unde Hy, este inversabilda pentru orice k > 0 si
satisface urmatoarea conditie Lipschitz:

IHu (V2 f(ax) = VEF)I| < Mllag —y| ¥y € R",
st conditia de compatibilitate:
[ H (V2 f () = H DI < (7.8)
cu 0 < M < o0 sty <v<1. De asemenea, presupunem ca:

2(1-19)
T

Atunci xy, converge la x* cu rata superliniara sub ipoteza ca vy, — 0 sau
rata lintara daca vy, > 5 > 0.

[0 — 2| <

(7.9)

Demonstratie: Aratam ca ||zg11 — 2% < Bi|lxr — 2|, unde Sy < oo.
In acest scop, avem urmatoarele relatii:

Tpy1 — " =xp — 2" — HVf(xy)

=x — 2" — Hp(Vf(z1) — Vf(2"))
= Hk(Hgl(xk—x*))—Hk/o V2f(x* +7(zp—2*)) (2 —2*)dT
= Hy(H ' = V2 f () (z), — 27)

—H, /O 1 [v? Fl@* + 7z — 2%)) — V2 f(xk)] (2 — 2*)dr.
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Aplicand norma in ambele parti, rezulta:
[z — 27

1
s%mrww+/AMﬁ+mm<m—uwﬂm—fu
0

1
= (w+ M/ (1= 7)drlar — |l o — |
0
M * *
= (e + Sl = @)l = 271
Avem urmatoarea rata de convergenta:

lzgs1 — 2| < Bl — 2",

unde By, = v + & ||lax — 27||. Observam ca obtinem rata de convergenta
superliniara daca (8, — 0, care are loc cand ~, — 0. O

Convergenta globala a metodelor quasi-Newton se poate arata in
aceeagi maniera ca in Teorema 7.1.2 corespunzatoare cazului metodei
Newton.  Metodele quasi-Newton care se bazeaza pe aproximarea
inversei Hessianei reprezinta clasa de metode cea mai sofisticata pentru
rezolvarea problemelor de optimizare fara constrangeri si constituie
punctul culminant in dezvoltarea de algoritmi eficienti pentru aceste
tipuri de probleme. Desi folosesc numai informatie de gradient, in
special prin masurarea schimbarilor in gradienti, metodele quasi-Newton
construiesc o aproximare patratica a functiei obiectiv suficient de
buna pentru a produce convergenta superliniara. Aceste metode sunt

implementate 1In majoritatea pachetelor software existente: Matlab,
IPOPT, etc.



Capitolul 8

Probleme de estimare si
fitting

Problemele de estimare si fitting sunt probleme de optimizare avand
functii obiectiv cu structura speciala, si anume de tipul celor mai mici
patrate: )
. 2

min oy — M(z)[|" (8.1)
In aceastd problema de optimizare, n € R™ sunt m masurator: si
M R" — R este un model, iar x € R™ se numesc parametric modelulus.
Daca adevarata valoare a lui x ar fi cunoscuta, am putea evalua
modelul M(x) pentru a obtine predictiile corespunzatoare masuratorilor.
Calculul lui M(z), ce poate reprezenta o functie foarte complexa si
de exemplu include in structura sa solutia unei ecuatii diferentiale, se
numeste uneori problema forward: pentru intrari date ale modelului, se
determina iegirile corespunzatoare.
In problemele de estimare si fitting se cauta setul de parametri ai
modelului x ce realizeaza o predictie M(x) cat mai exacta pentru
masuratorile 1 date. Aceasta problema este denumita uzual problema
inversa: pentru un vector de iesgiri ale modelului 7, se cauta intrarile
corespunzatoare folosind un model ce depinde de setul de parametri
x € R™ Aceasta clasa de probleme de optimizare (8.1) este frecvent
intalnita in cadrul unor aplicatii cum ar fi:

- aproximare de functii si estimare de parametri;
- estimare online pentru controlul proceselor dinamice;

- prognoza meteo (asimilare de date meteorologice).
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Figura 8.1: Aprozimarea functiei sin(x) cu polinoame de grad unu pand la
gradul patru.

8.1 Problema celor mai mici patrate: cazul
liniar
Reamintim mai intai definitia pseudo-inversei unei matrice:

Definitia 8.1.1 (Pseudo-Inversa Moore-Penrose) Fie  malricea
J € R™™ cu rang(J) = r, iar descompunerea valorilor singulare (DVS)
corespunzdtoare lui J datd de J = UXVT. Atunci, pseudo-inversa
Moore-Penrose J* are expresia:

Jt=VvetuT,
in care oy, ...,0, sunt valorile singulare ale matricer J $i pentru
o1 oy !
Y= . definim YT = .
o o,
0 0

Teorema 8.1.1 Daca rang(J) = n, atunci
Jt=(Jr It
Daca rang(J) = m, atunci

Jr=JrJJhH
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Demonstratie: Observam urmatoarele relatii:
(JTHIT = (vytutusyvh)TlvsTuT = vsTs) T vivsTuT
VTS IeTut = vetu?,

Se urmeaza un rationament similar si in cel de-al doilea caz. OJ

Se observa ca daca rang(J) = mn, i.e. coloanele lui J sunt liniar
independente atunci J7.J este inversabila.

Intalnim frecvent in aplicatii de estimare si fitting modele descrise de
functii liniare in . Daca M este liniar, adica M(z) = Jz, atunci functia

obiectiv devine f(z) = 3||n — Jz||?, ceea ce reprezintd o functie convexd

patratica datorita faptului ca Hessiana V2 f(z) = JT.J3=0. In acest caz
definim problema celor mai mici patrate (CMMP) liniara ca:

. 1 9
wiy £ (= 5l = Jol?).
Deoarece in problema CMMP liniara functia obiectiv f este patratica
convexa, conditiile de optimalitate de ordinul intai Vf(x) = 0 sunt
suficiente pentru determinarea unui punct de optim global. In concluzie,
orice solutie a sistemului J*Jx — J¥n = 0 este punct de minim global
al problemei CMMP. Presupunéand ca rang(J) = n, punctul de minim

global este unic si se determina prin urmatoarea relatie:

J'ist —J'n=0 < o =J ) Jnp=JM. (8.2)

Exemplul [Problema mediei]: Fie urmatoarea problema simpla de
optimizare:

w25 (0 o
Observam ca ea se incadreaza in clasa de probleme liniare de tip CMMP,
unde vectorul 7 si matricea J € R™*! sunt date de

n=1|:1,J=1:]. (8.3)

Deoarece JT.J = m, se observa usor ca:

Jr=J" )T ==11 - 1]

1
m
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si din acest motiv concluzionam ca punctul de minim este egal cu media
7 a punctelor date n;, adica:

1 m
*:J+ = — ;= A.
z Ui m ;:177 Ui

Exemplul [Regresie liniard]: Se da setul de date {ty,...,¢,} cu
valorile corespunzatoare {n,...,n,}. Dorim sa determinam vectorul
parame- trilor x = (x1,2,), astfel incat polinomul de ordinul intai

p(t; ) = 1 + xot realizeaza predictia lui n la momentul ¢. Problema
de optimizare se prezinta sub forma:

.1 “ . 2 1 Ty ’
min 5;(772-—19(&@)) :gélﬂgi”n—J LJ

)

in care 7 este acelasi vector ca si in cazul (8.3), iar matricea J are forma:
1 4

J=|:
1 t,

Punctul de minim local este determinat de ecuatia (8.2), unde calculul
matricei (J7J) este trivial:

=[] =i 4]

Pentru a obtine z*, in primul rand se calculeaza (J7.J)™!:

Tyl _ L 2 i
(J'I)"h = @) {_5 1] : (8.4)

In al doilea rand, calculam J77n dupa cum urmeaza:

JTn=[t11 B tﬂ : =[§£§J=m{§t]' (8.5)

m

Deci, punctul de minim local este determinat de combinarea expresiilor

(8.4) si (8.5). Se observa ca:
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unde ultima relatie rezulta din definitia standard a variantei oy.
Coeficientul de corelatie p este definit similar de expresia:

S — D)t — 1) _ tn — i
maogoy 010y ’

p:

Vectorul parametrilor = (x1, x2) este determinat de:

x*:i{f ﬁ—fﬁf}:{ﬁ—ti—l’ﬂ.
t

a
P
In final, expresia poate fi formulatd ca un polinom de gradul Intai:

. N
p(t;a”) =7+ (t—1)—p.
o

8.1.1 Probleme CMMP liniare prost conditionate

Daca JT.J este inversabila, multimea solutiilor optime X* contine
un singur punct de optim z*, determinat de ecuatia (8.2): X* =
{(J'J)"*Jn}. Daca JTJ nu este inversabild, multimea solutiilor X*
este data de:

X ={zeR": Vf(z) =0} ={z eR": J'Jr— J'n=0}.

Pentru alegerea celei mai bune solutii din aceasta multime, se cauta
solutia cu norma minimda, adica vectorul £* cu norma minima ce satisface
conditia z* € X*.
min <z (8.6)
zeX* 2
Aratam mai departe ca aceasta solutie cu norma minima este data
de pseudo-inversa Moore-Penrose, adica solutia optima a problemei de
optimizare (8.6) este data de z* = J*n. Solutia cu norma minima,
adica solutia problemei de optimizare (8.6), poate fi determinata dintr-o
problema reqularizata CMMP liniara, si anume:

z€R™

min o) (= 3l Joll+ 5 elP) (87)

cu o constanta 8 > 0 suficient de mica. Se stie ca problema de optimizare
(8.7) este echivalenta cu problema de optimizare (8.6) cu conditia ca [
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suficient de mic este ales in mod adecvat. Conditiile de optimalitate
pentru problema patratica convexa (8.7) sunt:

Vi) = J'Je—Jn+pz=J"J+pL)x—J"n=0
= o = (J'J+8L) M. (8.8)
q

Lema 8.1.1 Urmatoarea relatie are loc pentru o matrice J € R™*™:

lim(J7J + pI,) "t gt = Jt.
B5—0

Demonstratie: Din descompunerea DVS corespunzatoare matricei
J =UXVT avem c& matricea (J7J + B1,)"'JT poate fi scrisd in forma:

T —1 7T _ TrT T -1 4T
(J*J+pL) T = (VXU UV +5 I, ) J
vvT usTyr
= V(TS + gL, 'VIveTu”
= V(TS + 81, 'STU".
Partea dreapta a ecuatiei are expresia:
~1

of + o1
v : , . UT
o.+ 5 oy
5 0
Calcularea produsului de matrice conduce la:
g
0%+B
v Ur.

Or

o2+8

0

B
Se observa usor ca pentru 3 — 0 fiecare element diagonal are forma:

i {Ui daca o; #0

k3

i 0 daca o; =0.

G002+ B
O
Am aratat ca pseudo-inversa Moore-Penrose J* rezolva problema (8.7)

pentru o constanta suficient de mica § > 0. Din acest motiv, se realizeaza
selectia unei solutii z* € X* cu norma minima.
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8.1.2 Formularea statistica a problemelor CMMP
liniare

O problema CMMP liniara (8.1) poate fi interpretatda in sensul
determinarii unui set de parametri x € R" ce explica masuratorile
perturbate n in cel mai bun mod. Fie ny,...,n,, valorile observate ale
unei variabile aleatorii avand densitatea P(n|z) ce depinde de setul de
parametri x. Presupunem 17; = M;(Z) + (;, cu T valoarea adevdratd
a parametrului si 5; zgomot Gaussian cu media E(5;) = 0 si varianta
E(B; 8;) = o?. Mai mult, presupunem ca f3; si ; sunt independente.
Atunci definim functia de verosimilitate:

m

Ple) = T[Ponl o) = Hexp( o )

i=1

Metoda verosimilitatii maxime (introdusa de Fischer in 1912) presupune
ca estimatorul x* al adevaratului set de parametri T este egal cu valoarea
optima ce maximizeaza functia de verosimilitate. Estimatorul astfel
obtinut se numeste estimator de verosimilitate maxima.

In general, functiile P(n|z) si log P(n|z) isi ating maximul in acelasi
punct z*. Pentru a determina deci punctul de maxim al functiei
de verosimilitate P(n|z) determinam punctul de maxim al functiei

log P(n|z):

log P(n|x) Z (: = Mi(x))” .

=1

Deci parametrul ce maximizeaza P(n|x) este dat de:

v = argmax P(nlr) = arg min - — log(P(7|z))
(i — My())” Loga 2
— M 7 R - M
arg min 2 5o =argmin o [|S7(n — M(2))II%
unde S = diag(o?,...,02). Deci, concluzionim ci& problema CMMP are

o interpretare statistica. Se observa ca datorita faptului ca putem avea
diferite deviatii standard o; pentru diferite masuratori 7;, se recomanda
scalarea masuratorilor si functiilor modelului pentru a obtine o functie
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obiectiv in forma uzuald CMMP [|7) — M(z)|2, dupd cum urmeaza:

n

min 12(”‘7”1”) = min |57 - M@)P

ag;

1
= min 5 1S~y — S~ M ()2

8.2 Problema celor mai mici patrate: cazul
neliniar

Problemele CMMP liniare se pot rezolva usor folosind metode numerice
matriceale clasice, cum ar fi factorizarea QR. Pe de alta parte, rezolvarea
globala a problemelor neliniare CMMP este in general NP-hard, dar
pentru determinarea unui minim local se poate realiza iterativ. Principiul
de baza consta in faptul ca la fiecare iteratie aproximam problema
originald cu propria liniarizare in punctul curent. In acest fel se obtine o
apreciere mai buna pentru urmatoarea iteratie, folosind acelasi procedeu
prin care metoda Newton determina radacinile unui polinom dat.

In mod uzual, pentru probleme neliniare CMMP de forma:

1 9
min ol — M(z)|

se aplica metoda Gauss-Newton sau metoda Levenberg-Marquardt. Pentru
a descrie aceste metode, introducem mai intai cateva notatii convenabile:

F(z) =n— M(x)
si redefinim functia obiectiv prin:
1
f(2) = S F )P,
unde F(x) este o functie neliniara F' : R® — R™, cu m > n (adica
consideram un numar mai mare de masuratori decat parametri).

8.2.1 Metoda Gauss-Newton (GN)

Metoda Gauss-Newton este o metoda specializata pentru a rezolva
problema CMMP neliniara:

min o) (= 51F@I?). (5.10)

z€R™
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Intr-un punct dat z; la iteratia k, F (x) este liniarizat:
F(z) = F(xy) + J(zx) (x — xp),
unde J(x) este Jacobianul lui F'(x) definit de:

sy = 2,

iar urmatoarea iteratie xj,; se obtine prin rezolvarea unei probleme
liniare CMMP. In concluzie, zj,; poate fi determinat ca o solutie a
urmatoarei probleme liniare CMMP:

1
g = argmin of|F ) + J (@) (@ — o)

Pentru simplitate, in locul notatiei J(zy) folosim Jy, iar in locul lui F'(xy)
folosim Fy, si dacd presupunem ca J; J, este inversabild atunci:

1 2
Tpp1 = afg£2§2§||Fk+Jk($—xk)||

1 9
= T +arg min §]|Fk+Jkd||
= T — (Jgjk)_IJng

Observam ca in iteratia metodei Gauss-Newton directia
1
dk = —(Jgjk)_IJng == —J,:_Fk = arg;n}%n §HF’€ + Jkd||2
e n

este o directie de descrestere pentru functia f, deoarece gradientul
V f ()

T
= <%> F(zy) = JI Fy si matricea J! Jj, este pozitiv definitd. Pentru
a asigura convergenta metodei Gauss-Newton, de obicei introducem si un

pas de lungime «y, adica:
Tpp1 = o — (S J) LI E,

unde «y, se alege cu una din procedurile descrise in capitolele anterioare
(ideala, satisfacand conditiile Wolfe sau backtracking). Se poate observa
ca in apropierea punctului de minim local lungimea pasului devine 1,
adica aj = 1.
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8.2.2 Metoda Levenberg-Marquardt

Aceasta metoda reprezinta generalizarea metodei Gauss-Newton, ce se
aplicd in cazurile particulare cand JI'J, nu este inversabild si poate
conduce la o convergenta mai robusta pornind dintr-o regiune indepartata
fata de solutie. Metoda Levenberg-Marquardt realizeaza un avans mai
redus prin penalizarea normei acestuia. Directia in aceasta metoda este
data de urmatoarea expresie:

1
b = avgmin g |Ft ]+ a3
= —(J e+ Brln) L F

cu scalarul g, > 0 ales astfel Incat matricea J,%F Ji + Bil, este
pozitiv  definita. Utilizand aceasta directie, iteratia in metoda
Levenberg-Marquardt este data de urmatoarea expresie:

Thy1 = xp — ap(JL T+ Beln) NI Fr,

in care «y se alege iarasi cu una din procedurile descrise in capitolele
anterioare. In mod similar, in apropierea punctului de minim local
lungimea pasului devine 1, adica oy = 1.

Observam ca daca valoarea scalarului f; se considera foarte mare, nu
aplicam nici o corectie punctului curent x; pentru ca daca [, — oo
atunci directia in metoda Levenberg-Marquardt satisface d, — 0. Mai
precis, in acest caz dy ~ —JI'F, — 0. Pe de altid parte, pentru
valori mici ale lui (;, adica pentru gy — 0 avem ca directia in metoda
Levenberg-Marquardt satisface dj, — —.J;" F), (conform Lemmei 8.1.1) si
deci coincide cu directia din metoda Gauss-Newton.

In cele ce urmeazi ardtdm ci aceste doud metode au legatura stransa
cu metoda Newton. Este interesant de observat ca gradientul functiei
obiectiv aferent problemei CMMP neliniare f(z) = 3||F(z)|]3 este dat de
relatia:

V(@) = J(2)" F(x),

unde reamintim c& J(x) este Jacobianul functiei F(z). In mod evident
acest gradient se regaseste in iteratiile metodelor Gauss-Newton sau
Levenberg-Marquardt. Deci, daca gradientul este nul, atunci directiile
in cele doua metode sunt de asemenea nule. Aceasta este o conditie
necesara pentru convergenta la puncte stationare a unei metode: ambele
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metode Gauss-Newton si Levenberg-Marquardt nu avanseaza dintr-un
punct stationar z;, cu V f(zx) = 0. Mai departe notam cu F; componenta
i a functiei multivectoriale F'. Utilizand calculul diferential standard
observam ca Hessiana functiei obiectiv f este data de urmatoarea

expresie:
m

V2 f(z) = J(2)" () + Y Fi(x) - V*Fy(x).

i=1

In concluzie, in cele doua metode Gauss-Newton si Levenberg-Marquardt
neglijam cel de-al doilea termen al Hessianei functiei obiectiv f, adica
termenul > 7" Fi(x) - V2Fj(z). Deci In aceste metode salvam calcule
prin neluarea in calcul a acestui termen Y ", Fi(x) - V2F;(x), ceea ce
in principiu conduce la o deteriorare a ratei de convergenta a acestor
metode fata de rata de convergenta a metodei Newton. Pe de alta
parte, daca acest termen Y ", Fij(x) - V?F;(z) este mic in apropierea
unei solutii locale, atunci rata de convergenta a acestor doua metode
este comparabila cu cea a metodei Newton. Observam ca acest termen
este mic in apropierea unei solutii daca functia F'(x) este aproape liniara
sau daca componentele Fj(x) sunt mici in apropiere de solutie. De
exemplu, daca se cauta o solutie a sistemului neliniar F(z) = 0, cu
m = n, atunci termenul neglijat este nul la solutie. Mai mult, daca
matricea J, = J(zg) € R™" este inversabila, atunci directia in metoda
Gauss-Newton este data de:

—(J )T R = =T B
Deci iteratia in aceasta metoda devine:
w1 = ap — (J () T F (),

si deci coincide cu iteratia din metoda Newton standard pentru rezolvarea
sistemului F(x) = 0. In acest caz, de obicei rata de convergenti este
superliniara.

Convergenta globala si locala a metodelor Gauss-Newton si
Levenberg-Marquardt poate fi derivata utilizand argumente similare
celor din capitolul precedent pentru metoda (quasi-) Newton. Pentru
convergenta locala avem urmatorul rezultat:

Teorema 8.2.1 Fie x* un punct ce satisface conditiile suficiente de
ordinul doi. Iteratia metodelor Gauss-Newton sau Levenberg-Marquardt
in apropierea punctului x* are forma xpy = x — HpVf(xy), unde
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matricea Hy, este datd fie de Hy = (JIJy)™t fie de Hy, = (JF i+ Beln) "
Pentru matricea inversabila pozitiv definita Hy presupunem satisfacuta
urmatoarea conditie Lipschitz:

[Hu (V2 f () = V2F)I| < Mo —yl| VEEN, yeR"
si, de asemenea, conditia de compatibilitate:
[He(V2f(xx) = He)| < Yk eN (8.11)

cu 0 < M <00 sty < v <1. Presupunem de asemenea ca

2(1—7)
-7 < ——=. 12
|20 — 2™ < i (8.12)

Atunci x), converge la x* cu rata liniarda daca ~y, > 5 > 0.

Demonstratie: Vezi demonstratia Teoremei 7.2.1. 0J

8.3 Aplicatie: identificarea unui sistem
Hammerstein

Un sistem dinamic Hammerstein este un sistem discret de tip cascada
format dintr-o componenta neliniara, urmata de o dinamica liniara (vezi
Fig. 8.2). Multe sisteme practice pot fi modelate folosindu-se acest
tip de dinamica neliniara, e.g. modelarea liniilor de transmisie sau
amplificatoarelor de putere inalta, etc. Componenta statica neliniara este
reprezentata de o functie neliniara G(+), in timp ce componenta dinamica

liniara este descrisa de o functie de transfer H(q) = q_lgz Eg:ig, unde A,
si B, sunt polinoame. Problema consta in gasirea coeficientilor a; si b,
pentru orice t = 1,...,n4 81 j = 0,...,np, unde ny i np sunt gradele
polinoamelor A,(¢!) si B,(¢"") si aproximarea componentei neliniare
G(-), folosind numai date de intrari, u;, si iesiri, y. Consideram de
asemenea ca e; reprezinta erori de masurare. Principala caracteristica
a acestei probleme este aceea ca semnalul intermediar, z;, nu este
accesibil pentru masuratori, si deci componenta neliniara G(+) nu se poate

determina direct din teoria de aproximare a functiilor.



8.3. Aplicatie: identificarea unui sistem Hammerstein 135

(y Ly Ut

H) —

— G()

Y

componenta statica neliniara componenta dinamica liniara

Figura 8.2: Sistem dinamic discret Hammerstein.

Ecuatiile ce descriu sistemul Hammerstein sunt urmatoarele:

Alg Dy = Blg™") - 21 + Alg ey

Ty = G(Ut)

Al =1+ag +ag 2+ -+ an,qg "™
Blg Y =by+big +bog?+ -+ by,q "

(8.13)

Pentru problema aproximarii componentei neliniare G(-) utilizam
aproximarea bazata pe functii de baza:

G(u) = Z%’ - filwg) + e, (8.14)

unde f;(-) sunt functii de baza (e.g. functii polinomiale) si €; reprezinta
eroarea de aproximare. Inlocuind ecuatia (8.14) in (8.13), obtinem:

Y= — Q1Yi—1 — Q2Yt—2 — *** — Op,Yi—na (8.15)
+ bo Z%’ filug—y) - F by, Z%‘  fi(Umnp—1) + vt
iel iel

pentru orice ¢ = No, -+, Npay, unde v, = A,(¢ V)er + Bplg Hes
reprezinta eroarea de aproximare totald. Suntem interesati in gasirea
coeficientilor polinoamelor A, si B, si a ponderilor v; corespunzatoare
functiilor de baza f; folosind metoda celor mai mici patrate pentru relatia
(8.15). Introducem urmaétoarele notatii:

Ta = [ar ag - ap,]"

zp = [bo by bpy” (8.16)

Ty =Myl
unde pentu consistenta notam ~; pentru ¢ € ' cu 1,79, ,Ym
(m reprezinta cardinalitatea multimii T') si cu f;, functiile de baza
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corespunzatoare ponderilor 7; pentru orice ¢ = 1,--- ,m. Ecuatia (8.15)
ne conduce la forma vectoriala clasica a problemei celor mai mici patrate:
ye =o' ()r + vy, (8.17)

unde vectorii din ecuatia (8.17) au urmatoarele expresii:

r= [zl QVTI QVTQ -~-97Tm]T, 0, = [boy; b1y ---anvj]T
p(t) = lea (t) @1 () @a(t) - on®]" (8.18)
Palt) = [=Y-1 — W2 - = Yrnal"
@i(t) = [fi(u—1) - fi(ti—np—1)]
pentru orice ¢ = 1,---,m si t = Ny,---, Nmax. Dorim sa gasim

parametrii @4, si 2 prin rezolvarea unei probleme de tipul celor mai
mici patrate ce rezulta din relagia (8.15) cu metoda Gauss-Newton.
Ecuatia (8.15) poate fi scrisa compact, dupa cum urmeaza:

Yt = Spa(t)Txa + ngtx77 (819)

unde matricea (); este data de:

Qi = [p1(t) - om(t)]

pentru toti t = Ny, - -+, Nmax. Definim functia biliniara:

Yno — Pa(No) 4 — beQNox’Y
F(zq, xp,xy)=
meax - (pa(Nmax)TJ}a - ngNmaxxV

Atunci, putem estima parametrii z,,x; si x, prin rezolvarea unei
probleme de tipul celor mai mici patrate neliniare in forma:

(25, 7y, 7)) = arg min | F (x4, 7, 2|7, (8.20)
Ta,Th, Ly

v 1. . o T .
unde F are o structurd biliniard, » = [z =] 2" € R"sin =na+

np + m. Observam ca functia F(z,, xp, z,) este diferentiabila:
@a(NO)T szlj\}o beBNo
vF(ngxl),x'\{) p— .« e ..

SOa(NmaX)T szT ngNmax

max

Din Fig. 8.3 se observa o urmarire foarte buna a traiectoriei masurate
Ym de catre sistemul Hammerstein ai carui parametri au fost obtinuti ca
solutie a problemei celor mai mici patrate neliniare rezolvata cu metoda
Gauss-Newton.
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0.14r

-y estimat
0.12¢ ——Y,,, masurat

0 50 100 150 200 250 300
300 masuratori

Figura 8.3: Pentru Npyax = 300 date de intrare si iesire reprezentam iesirea
Ym masurata si iesirea y produsd de sistemul Hammerstein ai carui
parametri au fost identificali prin procedura descrisa anterior.

Comentarii finale: Cu aceste doua metode prezentate in acest capitol,
Gauss-Newton si Levenberg-Marquardt, incheiem Partea a Il-a a acestei
lucrari dedicate metodelor numerice de optimizare pentru probleme fara
constrangeri (UNLP): gel[igrrlb f(z). Mai multe detalii despre metodele

prezentate aici cat si alte metode care nu au fost abordate se pot gasi in
cartile clasice de optimizare neliniara ale lui Bertsekas [2], Luenberger [9],
Nesterov [11] si Nocedal si Wright [13]. Teoria optimizarii dezvoltata aici
urmeaza in linii mari prezentarea din [9]. Pentru cazul convex, o analiza
completa a metodelor de optimizare existente se gaseste in [11]. Dintre
cartile dedicate implementarii numerice a acestor metode de optimizare
amintim de exemplu lucrarea lui Gill, Murray si Wright [7]. O descriere
detaliata a pachetelor software existente pe piata este data in More si
Wright [10].
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Optimizare cu constrangeri






Capitolul 9

Teoria dualitatii

In aceastd parte finala a lucrarii ne indreptam din nou atentia asupra
problemelor de optimizare cu constrangeri (NLP). Expunerea noastra
va prezenta cazul constrans ca o generalizare a cazului neconstrans:
vom defini conditiile de optimalitate pentru cazul constrans (de ordinul
intai gi doi), apoi vom arata cum metodele numerice de optimizare de
ordinul intai si doi pentru probleme de optimizare neconstranse pot fi
extinse la cazul in care avem constrangeri. In final vom discuta algoritmi
specializati pentru cazul particular al problemelor convexe constranse.
incepem expunerea noastra cu teoria dualitatii, fundamentala in intelege-
rea algoritmilor de optimizare prezentati ulterior. Reamintim ca o
problema neliniara cu constrangeri (NLP) (NonLinear Programming) in
forma standard este descrisa de:

min  f(z)

sli gi(x) <0, gm(z) <0
hi(x) =0,..., hy(z) =0.

Daca introducem urmaitoarele notatii g(z) = [g1() ... gm(2)]7 si h(z) =
[hi(z) ... hy(x)]", atunci in form& compactd problema de optimizare
amintita se rescrie astfel:

NLP) : i

(NLP) min - f(z)

s.li g(z) <0, h(z) =0,

unde functia obiectiv f : R™ — R, functia vectoriali ce defineste
constrangerile de inegalitate g : R™ — R™ gi functia vectoriala ce
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defineste constrangerile de egalitate h : R — RP se presupune a fi de
doua ori diferentiabile. In acest caz, multimea fezabila asociata problemei

(NLP) este:
X={zeR": g(x) <0, h(z) =0}

si astfel putem rescrie problema (NLP) si sub forma:

min f(x).

zeX

Exemplul 9.0.1 (Optimizarea rutarii in retea de comunicatie)

In cele ce urmeazd considerdm o retea de comunicatie a datelor, modelata
de un graf directionat G = (V, E), unde V este mulfimea nodurilor si
E multimea perechilor ordonate e = (i,j) (vezi Fig. 9.1). Nodul i se
numeste origine si nodul 7 destinatie. Pentru orice pereche e consideram

()
otno

_/

Figura 9.1: Optimizare in reteaua de comunicalie.

scalarul r, reprezentand traficul de intrare in e. In contextul rutarii de
date intr-o retea, r. este rata de trafic ce intra si iese din retea prin
originea §i destinatia lui e (mdasurata in unitati de date pe secunda).
Obiectivul de rutare este acela de a timparti fiecare trafic r. intre diferitele
rute existente de la originea i la destinafia j in asa fel incat fluxul total
rezultat minimizeazda o functie cost adecvata. Notam cu P, multimea
tuturor rutelor existente intre originea i $t destinatia 7 a lui e $i cu x.
partea de trafic din r. atribuita rutei ¢ € P,, numita de asemenea fluxul
rutei c. Colectia tuturor fluzurilor de date {x.: ¢ € P,, e € E} trebuie
sa satisfaca urmdtoarea constrangere:

Zxc:re Ve e K

CEP&
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st de asemenea x. > 0 pentru orice ¢ € P, si e € E. Fluzul total t;;
corespunzator arcului (i, j) este suma tuturor fluzurilor traversand arcul:

tij = Z L.

o (ing)€e

Putem defini o functie cost de forma: Z(i,j)eE fij(tij). Problema este
sa gasim toate fluxurile x. care minimizeazda aceasta functie cost cu
constrangerile anterioare:

min > fislty)
(i,5)EE
sl.: x.>0 VeeP,,eeck

Y we=r. Ye€E, ty= > w Y(ij)e€E.

cEP, c: (i,5)€c

Se observa ca putem elimina variabila t;; din problema precedenta

folosind egalitatea t;; = > x., adica putem obtine o problema de
c: (i,5)€c

optimizare doar in variabila x. si cu mai putine constrangeri de egalitate,

dar in acest caz functia obiectiv nu mai are structura separabila de

mai sus (e.g. dupa eliminare, Hessiana functiei obiectiv nu mai este

diagonala).

Exemplul 9.0.2 (Proiectia Euclideana) O notiune fundamentald in
geometrie i optimizare este proiectia Fuclideana a unui vector xg € R™
pe multimea X C R™ definita de vectorul din X aflat la cea mai mica
distanta FEuclidiana de x¢ (vezi Fig. 9.2). Matematic, aceastd problema
se formuleaza sub forma unei probleme de optimizare constransa:

mip [z — o]
Se observa ca functia obiectiv pentru problema proiectiei Euclidiene este
patratica, convexa, iar Hessiana este definita de matricea identitate.
Cand multimea X este nevida, convexad si inchisa, se poate ardata ca exista
o singura solutie a problemei de optimizare anterioare, i.e. proiectia este
unica. Mai mult, daca X este convexa, atunci problema precedenta este
problema de optimizare convexa. In particular, daca multimea X este un
poliedru, adica X = {x € R": Az =0b, Cx < d} atunci proiectia este o
problema de optimizare QP strict convexa. De exemplu, daca presupunem
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v

‘e

Figura 9.2: Proiectia vectorului o = [1 1 1]T" pe politopul
X={xeR®: 2>0, 1+ +x3 <1} (stdnga) si a originii (vo =0) pe un
hiperplan X = {x € R : aTx = b} (dreapta).

cd multimea X este un hiperplan X = {x € R" : a’x = b}, unde b # 0,
atunci proiectia originii xo = 0 devine o problema patratica cu o forma
simpla:
min ]|
ze{zeR™: aTz=b}
Se stie ca vectorul a este perpendicular pe hiperplan, deci proiectia lui
xo = 0 pe X este coliniard cu a, adica x = ta pentru un scalart (vezi Fig.
9.2). Inlocuind x = ta in ecuatia ce defineste hiperplanul si rezolvand
pentru scalarul t obtinem t = b/(a’a), iar proiectia este datd de expresia:
= %a.
ala

Exemplul 9.0.3 (Problema localizarii) Problema localizarii  are
foarte multe aplicatii in inginerie, cum ar fi localizarea unei tinte,
localizarea unui robot, etc. Consideram ca avem un numar m de
senzori avand locatiile cunoscute s; € R3 si cunoastem, de asemenea,
distantele R; de la acesti senzori la obiectul necunoscut a carui pozitie
trebuie determinata. Geometric (vezi Fig. 9.3), din datele cunoscute
avem ca obiectul se gaseste la intersectia a m sfere de centre s; si raze
R;. Dorim sa estimam pozitia obiectului si de asemenea sa masuram
marimea/volumul intersectiei acestor sfere. Putem considera problema
gasirii celei mai mari sfere incluse in aceasta intersectie. Fste usor de
observat ca o sfera de centru x $i raza R este continuta intr-o sfera de
centru s; si raza R; daca st numai daca diferenta dintre raze este mai
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mare decat distanta dintre centre. Putem atunci formula urmdtoarea
problema de optimizare convexd cu constrangeri patratice:

max R
z€R3, R>0

sl Ri>R+|si—x|| Vi=1,...,m.

Figura 9.3: Problema localizari.

9.1 Functia Lagrange

Functia Lagrange, denumita astfel dupad matematicianul Joseph Louis
Lagrange, este foarte importanta in teoria dualitatii. Incepem prin a
defini notiuni standard din teoria dualitatii.

Definitia 9.1.1 (Problema de optimizare primala) Vom nota
valoarea optima globala a problemei de optimizare (NLP) cu f* si 0o vom
numi valoarea optima primala:

fr= {m}%n flz): g(z) <0, h(z) = 0}. (9.1)
TeR™

Vom numi problema de optimizare (NLP) ca problema de optimizare

primala, iar variabila de decizie x variabila primala. Notam de asemenea

cu

X={zeR": g(x) <0, h(z) =0}
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multimea fezabila primald a problemei (NLP).

In concluzie, problema de optimizare primals este definitd astfel:

(NLP): f*=min f(z).
reX
Se observa ca putem determina relativ ugor o margine superioara pentru
valoarea optima f*: selectam un punct fezabil £ € X si atunci avem f* <
f(&). Desigur, ne putem intreba cum se determina o margine inferioara
pentru f*. Vom arata in cele ce urmeaza ca aceasta margine inferioara
se poate determina folosind teoria dualitatii. Vom vedea de asemenea, ca
anumite probleme de optimizare pot fi rezolvate folosind teoria dualitatii.
Cea mai populara forma a dualitatii pentru problemele de optimizare
constranse este dualitatea Lagrange. Desi dualitatea Lagrange poate fi
dezvoltata pentru probleme generale de optimizare constransa, cele mai
interesante rezultate se dau pentru cazul problemelor convexe constranse.
Reamintim ca problema (NLP) precedenta este problema de optimizare

convexa daca functiile f si gq,- -, g, sunt functii convexe, iar functiile
hi, ..., h, sunt functii affine. Incepem prin a defini functia Lagrange (sau
Lagrangianul):

Definitia 9.1.2 (Functia Lagrange si multiplicatorii Lagrange)
Definim functia Lagrange sau Lagrangianul, £ : R* x R™ x RP — R, ca
frind:

Lz, A, p) = fla) + A g(x) + " h(z). (9.2)

In aceastd functie am introdus doua variabile noi, vectoric A € R™ gi
1€ RP numate multiplicatorii Lagrange sau variabile duale.

Functia Lagrange joaca un rol principal atat in optimizarea convexa cat
si In cea neconvexa. In mod obignuit, se impune ca multiplicatorii pentru
constrangerile de inegalitate A sa nu fie negativi, adica A > 0, in timp ce
multiplicatorii de egalitate p sunt arbitrari. Aceste cerinte sunt motivate
de urmatoarea lema:

Lema 9.1.1 (Marginirea superioara a functiei Lagrange) Pentru
orice variabila primala T fezabila pentru problema de optimizare (NLP)
(i.e. g(z) < 0 gi h(T) = 0) si pentru orice variabila duala (A, 1) €

R™ x RP satisfacand A > 0, urmatoarea inegalitate are loc:

L(E, N 1) < f(&). (9.3)
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Demonstratie: Demonstratia urmeaza imediat din definitia functiei
Lagrange si din faptul ca A > 0, ¢g(z) < 0si h(Z) = 0:

L(E N 1) = f(Z)+ A\g(2) + i"h(z) < f(7).

9.2 Problema duala

Din lema precedenta se observa ca putem determina o margine inferioara
pentru valoarea optima primala a problemei (NLP). Mai mult, suntem
interesati in determinarea celei mai bune margini inferioare pentru f*.
Pentru aceasta introducem mai intai functia duala.

Definitia 9.2.1 (Functia duald) Definim functia duald q : R™ xRV —
R ca infimul neconstrans al Lagrangianului in functie de variabila x,
pentru multiplicatoric X si j fizafi:

g\ p) = inf L(z, A p). (9.4)

Aceasta functie va lua adesea valoarea —oo, caz In care spunem ca
perechea (\, p) este dual infezabila. Functia duala are proprietati foarte
interesante, pe care le demonstram in cele ce urmeaza:

Lema 9.2.1 (Marginirea superioara a functiei duale) Pentru
orice pereche duald (5\,/1) fezabild, adicd X > 0 si i € RP, wrmdtoarea
inegalitate are loc: )

g\ o) < f. (9.5)

Demonstratie: Aceasta lema este o consecinta directa a ecuatiei (9.3)
si a definitiei functiei duale: pentru  fezabil (i.e. ¢(Z) <0 si h(Z) = 0)
avem

g\ i) < L(F N ) < f(F) VEE X, AeRY, LeR.

Aceasta inegalitate este satisfacuta in particular pentru punctul de minim
global z* (care este de asemenea fezabil, adica z* € X), ceea ce conduce

la: (A, i) < f(z*) = f*. O

Teorema 9.2.1 (Concavitatea functiei duale) Functia duald q
R™ x RP — R este intotdeauna functie concava.
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Demonstratie: Se observa ca Lagrangianul L(x,-,-) este o functie
afind in multiplicatorii (\, ) pentru z fixat. Fie o € [0, 1], atunci
pentru (Aq, p1) si (Mg, p2) avem:

qglar; + (1 — a)dg, agpg + (1 — @) ps)
= ienﬂgnﬁ(a:, a + (1 — )y, aqpy + (1 — a)us)
= ienﬂgn al(z, A, 1) + (1 — ) L(z, A2, o)
> o inf L(z, A1, 1) + (1 — ) inf L(z, A, o)
reER™ z€R™

= aq(Ar, 1) + (1 = a)q(Ag, pr2).

Din definitia concavitatii rezulta ca functia duala g este concava. O

O intrebare naturala ar fi urmatoarea: care este cea mai buna margine
inferioara ce poate fi obtinuta dintr-o functie duala? Raspunsul este
simplu: se obtine prin maximizarea dualei dupa toate valorile fezabile
ale multiplicatorilor, rezultand astfel agsa-numita problema duala.

Definitia 9.2.2 (Problema duald) Problema duala este definita ca
fiind problema de maximizare concava a functiei duale:

q* = _nax q(>\7/’b>7 (96)

>0, pERP

unde notam cu q* valoarea optima duala.

Este interesant de observat ca problema duala este intotdeauna problema
convexa chiar daca problema primala (UNLP) nu este convexa. Definim
multimea fezabila duala

Q=RT xRP.
Ca o consecinta imediata a ultimei leme, obtinem urmatorul rezultat
fundamental numit dualitatea slaba:

Teorema 9.2.2 (Dualitate slaba) Urmadtoarea inegalitate are loc
pentru orice problema de optimizare (NLP):

¢ <[ (9.7)
Se observa ca daca exista z* fezabil pentru problema primala gi (A*, u*)
fezabil pentru problema duala astfel incat ¢(\*, u*) = f(2*) atunci z* este
punct de minim global pentru problema primala si (A*, u*) este punct de
maxim global pentru problema duala. Mai mult, daca problema primala
este nemarginita inferior (adica f* = —o0), atunci g(\, u) = —oo pentru
orice (A, p) € €2 (adica pentru orice pereche duala fezabila). De asemenea,
daca ¢* = oo, atunci problema primala este infezabila.
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Interpretarea geometrica: Dam o interpretare simpla a functiei
duale gi a dualitatii slabe in termeni geometrici. Pentru a vizualiza
grafic, consideram un caz particular al problemei (NLP) de forma
mingegn{ f(z) : g(z) <0}, avand o singura constrangere de inegalitate.
Definim multimea

S ={(u,t): Jx € R", f(x)=t, g(x) =u}.

Deoarece fezabilitatea cere ca g(z) < 0, problema primala presupune
gasirea celui mai de jos punct al lui S situat in partea stanga a axei
verticale (vezi Fig. 9.4).

Dualitate slaba Dualitate puternica
t t

Figura 9.4: Interpretarea geometrica a dualitatii: dualitatea slaba (stanga)
st dualitatea puternica (dreapta).

Este clar ca pentru un scalar A\ dat functia duala se obtine din urmatoarea
problema de minimizare:

A\) = min M+t
q(N) min Au

In concluzie, observim ci inegalitatea:
Mau+t>q(\)

definegte un hiperplan suport pentru multimea S definit de vectorul [A 1]7
si mai mult, intersectia acestui hiperplan cu axa verticala (i.e. pentru

u=0) da q(\).
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Diferenta f* — ¢* se numeste duality gap. Se observa ca dualitatea slaba
este valabila pentru orice problema de optimizare (NLP), insa in anumite
cazuri (e.g. optimizarea convexa in care multimea fezabila indeplineste
conditii speciale) exista o versiune mai puternica a dualitatii, numita
dualitatea puternica. Pentru a obtine dualitatea puternica avem nevoie
de anumite proprietati de convexitate pentru problema (NLP):

Conditia Slater: Presupunem ca problema (NLP) este convexa (i.e.
fstgr, -, gm sunt functii convexe, iar hq, ..., h, sunt functii afine) si
ca exista T € R™ fezabil astfel incat g(z) < 0 si h(z) = 0.

Pentru a demonstra dualitatea puternica vom utiliza teorema de separare
prin hiperplane:

Teorema 9.2.3 (Dualitatea puternica) Daca problema de
optimizare convexd primala (NLP) satisface condjtia Slater, atunci
valorile optime pentru problemele primale st duale sunt egale, adica:

¢ =r (9.8)

si mai mult (\)Tg(z*) = 0, unde x* este punct de minim global pentru
problema primala si (N*, u*) este punct de maxim global pentru problema
duala.

Demonstratie: Introducem urmatoarea multime convexa S; C R™ X
R? x R definita explicit sub forma:

S1={(u,v,t): Jx e R", g;(z) <w; Vi, hj(z) =v; Vj, f(z) <t}

Deoarece h este functie afina exista matricea A € RP*™ gi b € RP astfel
incat h(x) = Az — b. Presupunem de asemenea ca rang(A) = p si ca f*
este finit. Definim o a doua multime convexa:

Sy ={(0,0,5) ER" xRP xR : s < f*}.

Se observa imediat ca multimile S; si Sy sunt convexe si nu se
intersecteaza. Din teorema de separare prin hiperplane avem ca exista

(A, f1,v)
# 0 si a € R astfel incat:

M + v+ vt >a Y(u,v,t) €S
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si
Mu+p"v+vt <o V(u,v,t) e Ss.

Din prima inegalitate se observa ca A > 0siv > 0 (altfel My + vt
este nemarginita inferior peste multimea S;). A doua inegalitate implica
vt < « pentru orice t < f* gi deci vf* < a. Din aceasta discutie putem
concluziona ca pentru orice x € R™:

vi(x) + Ng(x) + il (Az —b) > a > vf*.

Presupunem c& v > 0. In acest caz, impértind ultima inegalitate prin v
obtinem:

L(x, N v, i)v) > f* Vr € R".

Introducand notatiile A = A /v, = fi/v si minimizand dupa x in
inegalitatea precedenta obtinem g(\, p) > f*, ceea ce implica q(A, u)
f*, adica dualitatea puternica are loc in acest caz.

Daca v = 0 avem ca pentru orice x € R™:

A g(x) + a¥ (Az —b) > 0.
Aplicand aceasta relatie pentru vectorul Slater z avem:
S\Tg(:f) > 0.

Dar stim c& ¢;(Z) < 0 i A > 0, ceea ce conduce la A = 0. Dar avem
(5\,,&, v) # 0, ceea ce implica fi # 0. In concluzie, obtinem ci pentru
orice x € R" avem ,ZiT(Ax —b) > 0. Dar pentru vectorul Slater z avem
T (AZ —b) = 0 si deci exista vectori x € R™ astfel incat i’ (Az —b) < 0,
exceptie ficand cazul in care ATfi = 0. Dar ATi = 0 nu este posibil
deoarece rang(A) = p si j1 # 0. In concluzie, cazul v = 0 nu poate avea
loc. OJ

Conditia Slater poate fi relaxata cand anumite constrangeri de inegalitate
g; sunt functii afine. De exemplu, daca primele » < m constrangeri de
inegalitate sunt descrise de functiile gy, ..., g, afine, atunci dualitatea
puternica are loc daca urmatoarea conditie Slater relaxata este
satisfacuta: functiile f si g1, -, gm sunt functii convexe, iar functiile
91,5 9r St ha, ..., h, sunt functii afine si exista z astfel incat g,(z) <0
pentru £ =1,...,7, g(Z) <Opentrul=r+1,...,msi h(z) =0.
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Interpretarea minimax: Se observa ca dualitatea puternica poate fi
prezentata utilizand teorema minimax (vezi Apendice): daca urmatoarea
relatie are loc

inf sup L(z, A\, u) = sup inf L(z, A, p),

IERHAZO AzoxER”

atunci ¢* = f*. intr—adevér, observam ca partea dreapta a acestei relatii
este problema duala. Pe de alta parte, expresia din stanga, la prima
vedere, nu are legatura cu problema primala. Dar se observa ca functia in
x definita ca valoarea optima a problemei de maximizare sup,~ £(x, A, i)
este finita dacd g(z) < 0 si h(z) = 0, iar in acest caz supysq L(z, A, 1) =
f(z), ceea ce ne conduce la problema primala. In concluzie, daca relatia
minimax anterioara este valida avem dualitate puternica. Deci dualitatea
puternica poate avea loc i pentru probleme (NLP) neconvexe care satifac
egalitatea minimax precedenta.

Exemplul 9.2.1 Un exemplu de problema de optimizare neconvexa, des
intalnita in teoria sistemelor si control, pentru care dualitatea puternica
are loc este urmatorul:

1
min 27 Qx +¢"x+r
zeR? 2

1
s.l.: 5$TQ1$ +qiz+r <0,

unde matricele simetrice () si Q1 nu sunt pozitiv semidefinite. Deci
aceasta problema de optimizare cu functie obiectiv patratica $i o singurd
constrangere de inegalitate descrisa de asemenea de o functie patratica
nu este convexd. Se poate ardta ca dualitatea puternica are loc pentru
aceasta problema sub ipoteza ca exista & pentru care inegalitatea este
stricta, adica %a’:TQli" +¢dz+r <0,

In concluzie, dualitatea puternica are loc si pentru probleme particulare
neconvexe (NLP). In toate aceste situatii, dualitatea puternica ne
permite sa reformulam o problema de optimizare (NLP) intr-o problema
echivalenta duala, dar care este intotdeauna problema convexa (deoarece
duala este functie concava). Pentru a intelege mai bine reformularea
duala a unei probleme (NLP), vom prezenta urmatorul exemplu:
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Exemplul 9.2.2 (Duala unei probleme QP strict convexa) Flie
problema QP strict convexa de forma:

* . 1T T
f =min oz Qr+q o

sl.: Cx—d<0, Ax—0b=0.

Presupunem ca @ > 0 gi ca multimea fezabila X = {x e R": Cox —d <
0, Ax — b =0} este nevida. Din expunerea anterioard avem cd in acest
caz dualitatea puternica are loc. Lagrangianul este dat de urmatoarea
expresie:

1
L(x,\p) = §xTQx + ¢+ N(Co —d) + u" (Ax — b)
1
= Nd—pu"b+ ixTQx + (¢ + CTAx+ AT,u)T x.
Functia duala este infimumul neconstrans al Lagrangianulut in functie

de variabila x, Lagrangian ce este o functie patratica de x. Obtinem ca
duala are forma:

g\ p) = —Nd—pu"h+ ian (%xTQx + (q +CTX+ AT,u)T :17)
TER™
1
= Nd— b= 5 ¢+ CTA+ ATw) Q7 (g + CTA+ AT,

unde in ultima egalitate am utilizat rezultate de baza pentru optimizarea
neconstransa convexrd patratica.  Se observa ca functia duald este
de asemenea patratica in variabilele duale (A, p). Mai mult, functia
duala este concava deoarece Hessiana este negativ semidefinita. Astfel,
problema de optimizare duald a unui QP strict convex este data de

exTPTesia:
. IR DY K el NN Fol KD
o=z ) (49 [4) D] o)
_[d+CQa]" A _Lra
b+AQ Yq| |u| 27% T

Datorita faptului ca functia obiectiv este concava, aceasta problema duala
este ea insasi un QP convex, dar in general nu este strict convex (adica
Hessiana nu mai este pozitiv definita). Insa formularea QP duala data
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de (9.9) are constrangeri mult mai simple, adica multimea fezabila este
descrisa de constrangeri foarte simple: X > 0 si u € RP. Observam
ca ultimul termen in functia duald este o constanta, care trebuie insa
pastrata pentru ca ¢* = f*, adica dualitatea puternica sa fie mentinuta.

9.3 Programare liniara (LP)

Programarea liniara ocupa un loc deosebit de important, atat in teorie
cat si in aplicatiile practice din inginerie, economie, etc. Reamintim ca o
problema de programare liniara (LP) are urmatoarea forma:

f*=min 'z
zeR"

sl Cxr—d<0, Arxr—b=0.

Exemplul 9.3.1 (Dieta economica) Dorim sa determinam o dietd
cat mai putin costisitoare care sa acopere insa in totalitate substantele
nutritive necesare organismului uman (aceasta aplicatie aparfine clasei
de probleme de alocare a resurselor, de exemplu dieta unei armate).
Presupunem ca exista pe piata n alimente care se vand la pretul c; pe
bucata si, de asemenea, exista m ingrediente nutrifionale de baza pe care
fiecare om trebuie sa le consume intr-o cantitate de minim d; unitati. Mai
stim, de asemenea, ca fiecare aliment © contine c;; unitati din elementul
nutrifional j.

Problema este sa se determine numarul de wunitati din alimentul
1, notat wx;, care sa minimizeze costul total si in acelasi timp sa
satisfaca constrangerile nutritionale, adica avem urmdatoarea problema
de optimizare (LP):

min cjxry + - -+ + Ty,
zeR™

s.l.: C11%1 + -+ C1pTy Z dl

Cm1x1+"'+cmnxn de

Exemplul 9.3.2 La o problema de programare operativa a productiei
restrictiile se refera la o serie de magini (utilaje) cu care se executd
produsele dorite, d; fiind timpul disponibil utilajului i pe perioada
analizata, iar c;; timpul necesar prelucrarii unui produs de tipul j pe
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utilajul i, scopul fiind maximizarea productiei. Ca urmare, problema se
pune ca un (LP), unde x; reprezinta numdrul de unitafi de produs i pe
pertoada analizata:

min x1+---+ 2,
TER™
s.l.: lexl+"'+cjnxn§dj ijl,,m

Ideea de baza in programarea liniara este ca trebuie sa cautam solutia
problemei intr-o multime cu un numar finit de solutii de baza care
sunt punctele de extrem (varfurile) ale poliedrului ce definegte multimea

fezabila:
X={zeR": Cx—d<0, Axr—b=0}.

Enuntam aceasta teorema pentru cazul in care multimea fezabila este
marginita, adica este un politop:

Teorema 9.3.1 Presupunem ca multimea fezabilud X este un politop,
atunci exista un punct de minim al problemei (LP) intr-unul din varfurile
politopulus.

Demonstratie: Daca multimea fezabila X este politop, atunci X este
acoperirea convexa generata de varfurile politopului:

X = Conv({vy,...,v4}).

Mai mult, din faptul ca X este marginita avem ca un punct de minim z*
exista pentru problema (LP). Deoarece x* este fezabil avem:

q
¥ = E ;V;,
i=1

unde «; > 0 si Zgzl a; = 1. Este clar ca c'v; > f*, deoarece v; este
fezabil pentru orice ¢. Notam cu Z multimea de indecsi definita astfel:
Z={i: a; >0}. Daca exista iy € Z astfel incat c¢’v;, > f*, atunci:

fr=clz* = oziochiO + g ;v > g aff=f*
i€Z\{io} i€l

si deci obtinem o contradictie. Aceasta implica ca orice varf pentru care
a; > 0 este un punct de minim. O
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Figura 9.5: Solutia unui LP.

Din teorema anterioara se poate observa ca pentru a gasi o solutie optima
pentru problema (LP) este suficient sa determinam varfurile politopului
ce descriu multimea fezabila X, sa evaluam apoi functia obiectiv in aceste
varfuri si sa consideram solutia corespunzatoare celei mai mici valori (vezi
Fig. 9.5). Se poate observa ca in anumite cazuri aceasta metoda nu
este eficienta, deoarece exista multe clase de multimi de tip politop des
intalnite in aplicatii pentru care numarul de varfuri este exponential, de
exemplu politopul X = {z € R" : ||z]l« < 1} are 2" varfuri. Pentru
o astfel de problema, la n = 100 de variabile, avem nevoie sa cautam
solutia printre 2% ~ 1030 varfuri, ceea ce presupune un efort de calcul
aproape imposibil de realizat de catre calculatoarele actuale. Exista insa
metode alternative mai eficiente pentru rezolvarea unui (LP).

O metoda moderna fundamentala de rezolvare a problemelor de
optimizare (LP) este algoritmul simplez. Acest algoritm a fost introdus
pentru prima data de catre matematicianul George B. Dantzig, in 1947.
Algoritmul se bazeaza pe notiunea de solufie fundamentald a unui sistem
de ecuatii. Se poate arata ca un (LP) general poate fi intotdeauna scris
in forma standard:

min{c'z: Az =b, 2 >0},

zeR"
prin folosirea de variabile suplimentare (numite si variabile artificiale).
Intr-adevar, observim urmétoarele:
(i) orice restrictie de inegalitate poate fi transformata in egalitate, prin
introducerea unei variabile suplimentare care nu este negativa si folosind
relatiile:

r<d <= rz+y=d,y>0 si v>d <<= z—y=d, y>0.



156 Capitolul 9. Teoria dualitatii

(ii) orice variabila fara restrictie de semn poate fi inlocuita cu doua
variabile cu restrictie de semn pozitiv, folosind relatia:

r oarecare <— r=y— 2, y >0, 2> 0.

Folosind aceste doua transformari putem aduce orice problema (LP) in
forma (LP) standard anterioara.

Pentru problema (LP) standard presupunem ca matricea A € RP*™ are
rangul p < n (adica numarul de ecuatii este mai mic decat numarul de
variabile gi deci avem suficiente grade de libertate pentru a optimiza).
Fie o matrice B € RP*P nesingulara (numita si matrice de baza) formata
din coloanele lui A si fie x, solutia unica a sistemului de ecuatii Bxy = d.
Definim solutia fundamentald a sistemului Axr = b, vectorul 7, €
R™ obtinut extinzand zj, cu zerourile corespunzatoare componentelor
ce nu sunt asociate coloanelor lui B. Definim de asemenea solutiile
fundamentale fezabile, adica solutiile fundamentale ) care satisfac in
plus constrangerea Z; > 0. Observam ca varfurile multimii fezabile
pentru problema (LP) standard, adica varfurile poliedrului X = {z :
R™: Ax = b, x > 0}, sunt de fapt solutiile fundamentale fezabile si
reciproc.

Exemplul 9.3.3 Consideram politopul (numit adesea si simplex) X =
{r eR®: >0, 21 + 23 + a3 = 1}. Observam cd varfurile acestui
politop coincid cu cele trei solutit de baza ale ecuatier x1 + xo + x3 = 1
(vezi Fig. 9.6).
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Figura 9.6: Virfurile unui simplex in R3.

Se poate arata ca o solutie optimala a problemei (LP) in forma standard
(in cazul in care aceasta exista) se gaseste printre solutiile fundamentale



9.3. Programare liniara (LP) 157

fezabile. Acest rezultat este consecinta Teoremei 9.3.1, observand ca
varfurile multimii fezabile X = {x : R" : Az = b, > 0} coincid cu
solutiile fundamentale fezabile. Aceasta ne permite sa cautam solutia
optima a problemei (LP) in submultimea solutiilor fundamentale care
sunt cel mult ﬁip)! la numar (corespunzatoare diverselor modalitati
de a alege p coloane din n coloane). Ideea de baza in metoda simplex
este urmatoarea: pornind de la o solutie fundamentala fezabila gasim o
noua solutie fundamentala fezabila in care functia obiectiv sa descreasca
si aceasta cautare se face folosind tabelul simplex, care desi necesita o
matematica extrem de simpla nu se poate exprima usor intr-o forma
matriceala compacta.

A durat mult timp pana s-a demonstrat ca algoritmul simplex standard
nu are complexitate polinomiala. Un exemplu fiind clasa de probleme
de mai jos, gasita de Klee si Minty in 1972, in care algoritmul trebuie
sa analizeze 2" baze (n numarul de necunoscute) pana la gasirea celei
optime:

n
min 10"

reRn <
=1

1—1
sl (2210@'—%) +2; <1007 Vi=1,...,n

j=1
T; > 0 Vie= 1,...,n.

Pentru o astfel de problema, la 100 de variabile, algoritmul va avea 2'% ~
103 iteratii, gi chiar la o vitezi de un miliard iteratii pe secunda (mult
peste puterea unui calculator actual) va termina in 103 ani. Nu se stie
inca daca exista sau nu o alta modalitate de trecere de la o baza la
alta, folosind tabelele simplex, prin care algoritmul simplex standard sa
devina polinomial. Au fost insa gasiti algoritmi alternativi care nu se
bazeaza pe tabele simplex, primul de acest gen fiind algoritmul de punct
interior al lui Karmakar, despre care s-a demonstrat ca are complexitate
polinomiala.

In ciuda dezavantajelor amintite, algoritmul simplex ramane si in zilele
noastre cel mai eficient algoritm in ceea ce priveste viteza de lucru,
simplitatea si implementarea pe calculator. Mai mult, folosirea acestuia
aduce informatii mult mai ample decat gasirea solutiei propriu-zise, este
mult mai maleabil in cazul modificarilor ulterioare ale datelor problemei
s se preteaza mult mai bine la interpretari economice. Un argument
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in plus in favoarea acestui algoritm este acela ca inca nu a aparut o
problema practica in fata caruia sa clacheze. Algoritmii de punct interior
raman doar ca alternative teoretice sau pentru cazurile in care algoritmul
simplex este lent, dar ei nu-1 pot inlocui complet.

Functia Lagrange asociata unui (LP) general este data de expresia:

Lz, \p) = o2+ X (Cox—d)+ u”"(Az —b)
— A — b+ (c+ CTA+ ATp) &

Observam ca Lagrangianul este de asemenea liniar in variabila z. Atunci
functia duala corespunzatoare este data de expresia:

g\ p) = —Md—p'b+ zieann (c+C"X+ AT,u)T T
B T T 0 dacd ¢+ CTA+ AT =0
= —Ad-up b+{ —00 altfel.

Astfel, functia obiectiv duala ¢(A, ) este de asemenea liniara si ia
valoarea —oo in toate punctele ce nu satisfac egalitatea liniara ¢+ CT\ +
ATy = 0. Din moment ce vrem si maximizam functia duald, aceste
puncte pot fi privite ca puncte nefezabile a problemei duale (de aceea,
le numim dual nefezabile), si putem scrie in mod explicit duala LP-ului
precedent ca:

Y= max —d]" A
¢ = AER™, uERP —b 1
sl: A>0, c¢c+C'AN+ATy = 0.

Se observa ca problema duala este de asemenea un (LP). In anumite
situatii, problema (LP) duala este mai simpla decat problema (LP)
primala (e.g. constrangerile problemei duale sunt mai simple decat ale
problemei primale) si deci in acest caz este de preferat rezolvarea dualei.
Rationand ca mai Inainte, problema primala si duala (LP) standard au
urmatoarea forma:

Primala: m]gl{ch : Az =b, > 0} Duala: m%X{bTu c ATp < ¢}
TER™ HER™

Din dualitatea slaba avem valabila inegalitatea:
bTu <z

pentru orice z si p fezabile pentru problema primala si respectiv duala.
De asemenea, se poate arata urmatoarea teorema, cunoscuta sub numele
de teorema de dualitate pentru programarea liniara:
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Teorema 9.3.2 (Teorema de dualitate pentru (LP)) Daca  una
dintre problemele (LP), primala sau duala, are solutie optima atunci gi
cealalta problema are solutie optima si valorile optime corespunzatoare
sunt egale. Mai mult, daca una dintre probleme, primala sau duald,
are functie obiectiv nemarginita atunci cealalta problema nu are puncte
fezabile.

O consecinta imediata a acestei teoreme si dualitatea slaba este lema
Farkas (sau alternativei): fie A € RP*™ gi b € RP| atunci una §i numai
una din urmatoarele relatii are loc:

(i) exista z € R™ astfel incat Az = b si z > 0;

(i) existd p € R? astfel incat ATy > 0si bTp < 0.

Lema Farkas are foarte multe aplicatii, e.g. poate fi folosita in
programarea liniara, in teoria jocurilor sau in derivarea conditiilor de
optimalitate de ordinul intai pentru probleme de optimizare (NLP)
generale.



Capitolul 10

Conditii de optimalitate
pentru (NLP)

In acest capitol vom defini conditiile necesare si suficiente de optimalitate
pentru cazul problemelor constranse. Vom arata ca aceste conditii de
optimalitate pot fi privite ca o generalizare a cazului neconstrans la
cel constrans in care in locul functiei obiectiv folosim Lagrangianul.
Reamintim problema (NLP) in forma standard:
(NLP): min f(z) (10.1)
zeR"

sl: g(x) <0, h(x) =0,

in care functiile f : R” - R, g : R” — R™ si h : R" — R? sunt functii
diferentiabile de doua ori. Multimea fezabila a problemei (NLP) este
multimea punctelor ce satisfac contrangerile aferente, adica X = {z €
R™ : g(x) < 0, h(z) = 0}. Cu aceste notatii, putem rescrie problema
(NLP) intr-o forma compacta:
min f(z).

Pentru aceasta problema constransa (NLP) vom defini conditiile necesare
si suficiente de optimalitate. Primul rezultat se refera la urmatoarea
problema de optimizare constransa (demonstratia acestui rezultat a fost
data in Capitolul 4, Teorema 4.3.1):

Teorema 10.0.3 (Conditii de ordinul I pentru (NLP) avdind
constrangeri convere) Fie X o mullime convexa si o funclie [ €
C' (nu neapdrat convexd). Pentru problema de optimizare constransd
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minge y f(x) urmdatoarele condifii de optimalitate sunt satisfacute: daca
x* este minim local atunci:

Vi) (z—2*) >0 Vo € X.

Daca in plus f este functie convera atunci x* este punct de minim daca
st numai daca:
Vi) (z—2*) >0 Vo € X.

Punctele z* ce satisfac inegalitatea anterioara se numesc puncte
stationare pentru problema (NLP) cu constrangeri convexe. Inainte si
continuam cu definirea altor conditii de optimalitate mai generale, vom
avea nevoie sa introducem notiunea de constrangere activa/inactiva.

Definitia 10.0.1 (Constragere activa/inactiva) O constrangere de
inegalitate g;(x) < 0 se numeste activa in punctul fezabil x € X daca
st numai daca g;(x) = 0, altfel ea se numeste inactiva. Desigur, orice
constrangere de egalitate h;(z) = 0 este activa intr-un punct fezabil.

Definitia 10.0.2 (Multimea activa) Multimea de indecsi, notata
A(x) C {1,...,m}, corespunzatoare constrangerilor active este numitd
multimea activa in punctul x € X.

Considerarea constrangerilor active este esentiala deoarece intr-un punct
fezabil x acestea restrictioneaza domeniul de fezabilitate aflat intr-o
vecina- tate a lui x, In timp ce constrangerile inactive nu influenteaza
aceastd vecinitate. In particular, se poate observa usor ca daca z* este
un punct de minim local al problemei (NLP), atunci z* este de asemenea
minim local pentru probleme de optimizare numai cu constrangeri de
egalitate:

min  f(x)

zeR™

sli gi(z) =0Vi € A(z™), h(z) = 0.

Astfel, pentru studierea proprietatilor unui punct de minim local ne
putem rezuma la studierea constrangerilor active. Prezentam mai intai
conditiile de optimalitate de ordinul intai si doi pentru cazul cand
problema (NLP) are numai constrangeri de egalitate si apoi extindem
aceste conditii la cazul general.
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10.1 Conditii de ordinul I pentru (NLP)
avand constrangeri de egalitate

Pentru a defini conditiile de optimalitate necesare si suficiente de ordinul
I si II pentru probleme NLP generale, mai intai studiem conditiile de
optimalitate pentru probleme NLP care au doar constrangeri de egalitate:

(NLPe) : gIclelllRI}l f(x) (10.2)
s.l.i h(xz)=0.

Observatiile obtinute din aceasta categorie de probleme, in care toate
constrangerile sunt considerate active, vor fi utilizate ulterior pentru
problemele (NLP) generale. Mai intai insa, trebuie sa definim anumite
notiuni ce se vor dovedi esentiale in analiza noastra. O curba pe o
suprafata S este o multime de puncte x(¢) € S continuu parametrizate in
t, pentru a < t < b. O curba este diferentiabila daca z(t) = dfl—g) exista
si este de doua ori diferentiabila daca #(t) exista. O curba x(t) trece
prin punctul z* daca x* = z(t*) pentru un t* ce satisface a < t* < b.
Derivata curbei in z* este desigur definita ca @(¢*). Acum, consideram
toate curbele diferentiabile aflate pe suprafata S, ce trec printr-un punct
x*. Planul tangent in z* € S este definit ca multimea tuturor derivatelor
acestor curbe diferentiabile in ¢*, adica multimea tuturor vectorilor de
forma #(t*) definite de curbele z(t) € S.

Pentru o functie h: R* — R?, cu h(z) = [h(z)...hy(x)]" notam
Jacobianul sau prin Vh(z), unde reamintim ca Vh(z) este o matrice

p X n cu elementul 8%95) pe pozitia (7, 7):

J

Tl ] [V

1 Tn

Vh(z) = | : L = : (10.3)
I Vhy ()T

Introducem acum un subspatiu:
M ={deR": Vh(z")d =0}

si investigam acum sub ce conditii acest subspatiu M este egal cu planul
tangent In z* la suprafata S = {z € R" : h(z) = 0}. In acest scop
trebuie sa introducem notiunea de punct regulat.
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Definitia 10.1.1 (Punct regulat) Un punct z* ce satisface contringe-
rea h(x*) = 0 se numeste punct requlat daca gradientii componentelor lui
h, Vhi(z*),..., Vhy(x*), sunt liniar independenti.

De exemplu, daca h(x) este afina, adica h(x) = Az — b cu A € RP*™,
atunci conditia de regularitate este echivalenta cu matricea A sa aiba
rangul egal cu p.

Teorema 10.1.1 Intr-un punct requlat x* al suprafetei S definita de
constrangerile de egalitate h(x) = 0, planul tangent este egal cu:

M= {deR": Vh(z*)d = 0}.

Demonstratie: Notam prin 7" planul tangent in z*. Pentru ca T = M
trebuie sa demonstram incluziunea dubla T' C M si M C T'. Este clar ca
T C M, chiar daca z* este regulat sau nu, deoarece orice curba z(t) ce
trece prin z* la t = t*, avand derivata @(t*) astfel incat Vh(z*)z(t*) # 0
nu ar fi in S (tinem seama ca h(z(t)) = 0 pentru orice a < ¢ < b). Pentru
a demonstra ca M C T, trebuie sa aratam ca pentru un d € M exista
o curba in S ce trece prin x* cu derivata d in t*. Pentru a construi o
asemenea curba, consideram ecuatia:

h(x* +td + Vh(z*) u(t)) =0

in care pentru un ¢ fixat, consideram u(t) € RP ca fiind necunoscuta.
Aceasta ecuatie este un sistem de p ecuatii si p necunoscute, parametrizat
in mod continuu prin ¢. La t = 0 avem solutia u(0) = 0. Jacobianul
sistemului in functie de u la t = 0 este matricea:

Vh(x*)Vh(z*)" € RP*?,

ce este nesingulara din moment ce x* este un punct regulat si astfel
Vh(z*) este de rang maxim. Ca urmare, prin teorema functie implicite
(vezi Apendice), exista o solutie continuu diferentiabila w(t) intr-o
regiune —a < ¢ < a. Curba z(t) = 2* +td+ Vh(a*)Tu(t) este astfel, prin
constructie, o curba in S. Prin derivarea sistemului la t = 0 avem:

- %h(x(t)) = Vh(a")d+ Vh(z*)Vh(a*)"i(0).

Din definitia lui d avem Vh(z*)d = 0 si astfel, din moment ce matricea
Vh(x*)Vh(z*)T este nesingulara, tragem concluzia ca (0) = 0. Astfel

#(0) =d + Vh(z*)'2(0) = d

0
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iar curba construita are in x* derivata d. O

Exemplul 10.1.1 (Plan tangent) Fie constrangerea data de functia
h:R* = R, h(z) =23 + 23 + 3x1 + 3x9 + 23 — 1 $i punctul z* =00 1]*
astfel incat h(z*) = 0. Jacobianul lui h(x) va fi:

Vh(z) = [221+3 225+ 3 1]

iar Vh(z*) = [3 3 1], ceea ce arata ca x* este punct regulat. Astfel, din
definitia planului tangent (conform teoremei anterioare), orice directie
tangentd d = [dy dy d3|" va trebui sd satisfacd

Vh(z*)d =0,

si anume 3d; + 3dy + d3 = 0. In Fig. 10.1 am reprezentat suprafata
definitd de h(z) =0 si planul tangent in punctul z* = [0 0 1]7
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Figura 10.1: Suprafata pentru h(z) =0 si planul tangent aferent punctului
*=[001)T

Prin cunoasterea reprezentarii planului tangent, derivarea conditiilor
necesare si suficiente pentru ca un punct sa fie un punct de minim local
pentru probleme cu constrangeri de egalitate este destul de simpla.

Lema 10.1.1 Fie z* un punct regulat al constrangerilor h(z) = 0 si

punct de extrem local (minim sau mazim local) al problemei de optimizare
(NLPe). Atunci, orice d € R" ce satisface:

Vh(z*)d =0

trebuie sa satisfaca si:

Vi) 'd = 0.
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Demonstratie: Fie un vector d in planul tangent in x* si x(t) fie orice
curba neteda pe suprafata de constrangere ce trece prin z* cu derivata d,
ie. z(0) = 2%, ©(0) =dsi h(z(t)) =0, cu —a <t < a pentru un a > 0.
Din moment ce x* este un punct regulat, planul tangent este identic cu
multimea de d-uri ce satisfac Vh(z*)d = 0. Astfel, din moment ce z*
este punct de extrem local constrans al lui f avem:

d

— t =0

/)| _ =0,
sau, in mod echivalent

Vf(z*)'d=0.
0J

Teorema 10.1.2 (Conditii necesare de ordinul I pentru NLPe)
Fie x* un punct de extrem al functiei obiectiv f supusa la constrangerile
h(z) = 0, i.e. al problemei de optimizare (NLPe), si presupunem ca
x* este un punct requlat pentru aceste constrangeri. Atunci, existd un
multiplicator Lagrange p* € RP astfel incat:

(KKT - NLPe): Vf(x*)+Vh(z*)'u*=0 s h(z*)=0.

Demonstratie: Din Lema 10.1.1 tragem concluzia ca valoarea optima
a LP-ului:

max Vf(x*)'d

de

s.li Vh(z")d =0

este zero. Astfel, din moment ce LP-ul are o valoare optima finita, atunci
din teorema dualitatii pentru LP, duala ei va fi fezabila. In particular,
exista un p* € R? astfel incat V f(z*) + Vh(z*)Tpu* = 0. O

Punctele z* pentru care exista p* astfel incat conditiile (KKT-NLPe)
sunt satisfacute se numesc puncte stationare pentru problema (NLPe).
Observam ca daca exprimam Lagrangianul asociat problemei constranse:

L(z,p) = f(x) + p"h(x)
atunci conditiile necesare de ordinul I pot fi rescrise sub forma:

V. L(x*, 1u*) =0
V,.L(x", 1) =0
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sau echivalent sub forma:
VL(x*, 1) = 0.

Dupa cum observam, aceste conditii seamana foarte mult cu conditiile
de optimalitate de ordinul I pentru cazul neconstrans (i.e. Vf(z*) =
0). Pentru cazul constrans, in locul functiei obiectiv f se considera
Lagrangianul £. Conditiile de ordinul I se reduc la rezolvarea unui
sistem VL(z*, u*) = 0 de n + p ecuatii (de obicei neliniare) cu n + p
necunoscute. Deci, acest sistem de ecuatii ar trebui sa permita, cel putin
local, determinarea unei solutii. Dar ca si in cazul neconstrans, o solutie
a sistemului dat de conditiile necesare de ordinul I nu este neaparat un
minim (local) al problemei de optimizare; poate fi la fel de bine un maxim
(local) sau un punct sa.

Exemplul 10.1.2 Consideram problema:

min Ty + xo.
z€R?: h(z)=2?+23-2=0
Mai intdi observam cd orice punct fezabil este requlat (punctul x = [0 0]"
nu este fezabil). In concluzie, orice minim local al acestei probleme
satisface sistemul VL(xz, u) = 0 care se poate scrie explicit astfel:

2pry = —1
2urs = —1

2, .2 _
]+ x5 = 2.

Aceste sistem de trei ecuafii cu trei necunoscute xi,xTs §i p are
urmatoarele doud solutii: (a3}, x5, p*) = (—=1,—1,1/2) si (], 25, pu*) =
(1,1,—1/2). Se poate observa (vezi Fig. 10.2) ca prima solutie este un
manim local, in timp ce cealalta solutie este un maxim local.

Este important sa observam ca pentru ca un punct de minim sa satisfaca
conditiile de ordinul I este necesar sa avem regularitate. Cu alte cuvinte,
conditiile de optimalitate de ordinul I pot sa nu aiba loc la un punct de
minim local care nu este regulat.

Exemplul 10.1.3 Consideram problema:

min —x
z€R2

s.l.: hl(l’) = (1 - I1)3 + Ty = 0, hQ(Z‘) == (1 - .731)3 — Ty = 0.
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f(x)=c Vh
\%i
(1,1)

Vh

Figura 10.2: Conditiile de ordinul 1.

Se observd cd aceastd problemd are un singur punct fezabil z* = [1 0]"
care este de asemenea si minimul global. Pe de alta parte avem ca
Vf(x*)=[-10]",Vh(z*) =[01]" si Vha(z*) = [0 — 17T si deci z* nu
este punct requlat. Se observa ca in acest caz conditiile de optimalitate
de ordinul I nu pot fi satisfacute, adica nu exista py $i po astfel incat:

i+ [5] = o)

Acest exemplu ilustreaza ca un punct de minim e posibil sa nu satisfaca
condititle de stationaritate pentru Lagrangian daca punctul nu este
requlat.

10.2 Conditii de ordinul IT pentru (NLP)
avand constrangeri de egalitate

In mod asem#ndtor conditiilor de optimalitate de ordinul II definite
pentru probleme de optimizare fara constrangeri, putem deriva conditiile
corespunzatoare pentru probleme constranse. Consideram din nou
probleme avand constrangeri de tip egalitate (10.2):
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Teorema 10.2.1 (Conditii necesare de ordinul II pentru NLPe)
Presupunem ca z* este un punct de minim local al problemei (NLPe)
definita in (10.2) $i un punct requlat pentru constrangerile aferente.
Atunci existd un p* € R astfel incat

Vf(*) +Vh(z) 'y =0 si h(z*) =0.

In plus, daca notam prin M planul tangent in z* M = {d € R" :
Vh(z*)d = 0}, atunci matricea Hessiand a Lagrangianului in raport cu x

P
ViL(at,pw) =V f(z*) + Y prV2hi(z")
=1

este pozitiv semidefinitd pe M, adica d'V2L(x*, u*)d > 0 pentru orice
de M.

Demonstratie Este clar ca pentru orice curba de doua ori
diferentiabila pe suprafata de constrangeri S ce trece prin z* (cu z(0) =
x*) avem:

d2
pTEl (x(t)) o > 0. (10.4)
Prin definitie avem:
)] =0V )i0) + ViE)EHO). (105)

Mai mult, dacd derivam relatia h(z(t))” u* = 0 de doud ori, obtinem:
P
#(0)" (Z M:v%(ﬁ)) #(0) + (p*) ' Vh(x*)i(0) = 0. (10.6)
i=1

Adaugand (10.6) la (10.5) si tinand cont de (10.4), obtinem:

P VT2 e
fa(t)] = #H0) VL@, p)i(0) > 0.

t=0

Din moment ce #(0) este arbitrar in M, atunci demonstratia este
completa. O
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Exemplul 10.2.1 Consideram problema de optimizare data in Exemplul
10.1.2. Se observa ca matricea Hessiana a functiei Lagrange in variabila
T este:

V2L(x ) = V2F(2) + pVPh(z) = p [ﬁ 2] ,

st 0 baza a planului tangent la un punct x # 0 este de forma D(x) =
[—xo 21]T. Atunci, avem relatia:

D(x)'ViL(x, n)D(w) = 2p(a] + 73).

Pentru prima solutie a sistemului rezultat din conditia de stationaritate
a Lagrangianului avem diV2L(—1,-1,1/2)d; = 2 > 0, unde d; =
D(—1,—-1), si deci aceasta solulie satisface conditiile necesare de ordinul
II. Pe de alta parte, pentru cea de-a doua solutie avem expresia
dIV2L(1,1,-1/2)dy = —2 < 0, unde dy = D(1,1), si deci aceastd solutie
nu poate fi minim local.

Teorema 10.2.2 (Conditii suficiente de ordinul IT pentru NLPe)
Presupunem un punct x* € R" si un p* € RP astfel incat:

Vi) +Vh(z) 'y =0 si h(z*) =0. (10.7)

Presupunem de asemenea ca matricea data de Hessiana Lagrangianului
V2L(x*, pw*) = V2 f(2*)+ D0 wiV2hi(z*) este pozitiv definita pe planul
tangent M = {d . Vh(z*)d = 0}. Atunci z* este punct de minim local
strict al problemei avand constrangeri de egalitate (NLPe) definita in

(10.2).

Demonstratie: Daca x* nu ar fi un punct de minim local strict, atunci
ar exista un sir de puncte fezabile z, ce converge catre z* astfel incat
f(zx) < f(z*). Putem scrie z, = x* + dis, unde s, € R™, [[si]| = 1,
si 0p > 0. In mod clar §; — 0, iar sirul s, fiind marginit, va trebui sa
convearga catre un s* # 0. Avem de asemenea ca h(z;)—h(z*) = 0 i prin
impartirea cu d; vom observa, pentru k — oo, ca Vh(z*)s* = 0, adica s*
este vector tangent. Acum, prin Teorema lui Taylor, avem pentru orice j:

0= hy(z) = hj(2*) + 6,V hy(x*)si + 5—25kv2h (n)sn (10.8)

0> f(2) - F0) = BVF )5+ BT s (109)
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unde 7n; sunt puncte pe segmentul de dreapta dintre x* si 2, si deci

converge la z*. Inmultind acum ecuatiile (10.8) cu 1, addugandu-le la
(10.9), si tinand cont de (10.7), obtinem:

relatie contradictorie pentru k& — oo, deoarece s; converge la vectorul
tangent s* # 0. Am tinut cont de faptul ca n; sunt convergente la z*. [

Putem iarasi concluziona ca aceste conditii de ordinul II pentru cazul
constrans sunt similare celor corespunzatoare cazului neconstrans. In
cazul problemelor constranse insa, in locul functiei obiectiv se foloseste
Lagrangianul.

Exemplul 10.2.2 Consideram problema:

min —X1T9 — T1X3 — ToT3.
z€R3: x1+z2+73=3

Condititle de ordinul I conduc la un sistem liniar de patru ecuatii cu
patru necunoscute:

— (24 23)+p=0
—(x14+a3)+pu=0
— (14 x2)+ =0
r1+ 29+ 123 =3.

Se poate observa usor ca x7 = x5 = x5 = 1 g1 ¥ = 2 satisface acest
sistem. Mai mult Hessiana Lagrangianului in orice punct x are forma:

0o -1 -1
V2L(r,p) = V2f(x) = |-1 0 -1f,
-1 -1 0

si 0 bazd a planului tangent la suprafata definita de constrangerea h(x) =
1+ 2o + 23 — 3 =0 in orice punct x fezabil este:

0 2
Dx)y=11 -1
-1 -1
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Obtinem:

D) VAL D) = [ ] -0

adica este pozitiv definita. In concluzie punctul x* este punct de minim
strict local. Interesant de observat este faptul ca Hessiana functiei
obiectiv evaluata in x* este matrice indefinitd.

Interpretarea multiplicatorilor Lagrange folosind senzitivitatea:
Dupa cum am vazut, cu ajutorul multiplicatorilor Lagrange putem
muta constrangerile in functia obiectiv. O interpretare interesanta a
mai multe detalii se poate consulta cartea clasica [5]). Pentru simplitate,
consideram o problema (NLP) definitda numai de egalitati:

min{ f(x): h(z) =0}

z€R™

si apoi asociem acesteia problema perturbata:

vly) = min{f(z) : h(z) =y}.
Fie 2* solutia optima a problemei originale i fie x(y) solutia optima a
problemei perturbate. Atunci avem ca v(0) = f(2*) si x(0) = z*. Mai
mult, din identitatea h(x(y)) = y pentru orice y, avem :

Vyh(x(y)) = I, = Vah(x(y))" Vyx(y).

Fie p* multiplicatorul Lagrange optim (solutia optima duald) pentru
problema originala neperturbata. Atunci,

V,0(0) = V,f(2")V,x(0) = —u*V,h(z*)"V,x(0) = —p*.

In concluzie, multiplicatorul Lagrange optim p* poate fi interpretat ca
senzitivitatea functiei obiectiv f in raport cu constrangerea h(x) = 0.
Altfel spus, p* indica cat de mult valoarea optima s-ar schimba daca
constrangerea ar fi perturbata. Aceasta interpretare poate fi extinsa
la probleme generale (NLP) definite si de constrangeri de inegalitate.
Multiplicatorii Lagrange optimi A\* corespunzatori unei constrangeri
active g(x) < 0 pot fi interpretati ca senzitivitatea lui f(z*) in raport cu o
perturbatie in constrangeri de forma g(x) < y. In acest caz, pozitivitatea
multiplicatorilor Lagrange urmeaza din faptul ca prin cresterea lui v,
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multimea fezabila este relaxata si deci valoarea optima nu poate creste
. Pentru inegalitatile inactive, interpretarea in termeni de senzitivitate
explica de asemenea de ce multiplicatorii Lagrange sunt zero, pentru
ca o perturbatie foarte mica in aceste constrangeri lasa valoarea optima
neschimbata.

10.3 Conditii de ordinul I pentru (NLP)
generale

In aceast sectiune extindem conditiile de optimalitate de la cazul
problemelor avand constrangeri de egalitate la cel al problemelor de
optimizare generale:

(NLP) : min f(x)

reR™

s.li g(z) <0, h(z) = 0.

Definitia 10.3.1 Fie un punct x* ce satisface constrangerile problemes
(NLP), adica avem h(z*) = 0, g(z*) < 0 si A(z*) multimea
constrangerilor active. Numim punctul x* punct requlat daca gradientii
functiilor de constrangere, Vh;(x*) pentrut = 1,...,p, si Vg;(z*) pentru
j € A(z*) sunt liniari independenti.

Teorema 10.3.1 (Conditii necesare de ordinul I pentru NLP)
Fie x* un punct de minim local pentru problema NLP generala si
presupunem ca x* este si requlat. Atunci exista un vector \* € R™ si un
vector pu* € RP astfel incat conditiile Karush-Kuhn-Tucker (KKT) au
loc:

(KKT): Vf(a*)+ Vh(@*) 'u* +Vg(z*)"'\* =0 (10.10)
g(@)'\ =0 (10.11)

g(z*) <0, h(z*) =0

e RPN > 0.

Demonstratie: Observam mai intai, ca din moment ce A\* > 0
si g(z*) < 0, relatia (10.11) este echivalenta cu a spune ca o
componenta A a vectorului A\* poate fi nenula doar daca constrangerea
sa corespunzatoare g;(z*) este activa. Astfel, faptul ca g;(z*) < 0
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implica A\ = 0, iar A} > 0 implica g;(z*) = 0. Din moment ce
x* este punct de minim pentru problema (NLP) definita de multimea
de constrangeri X = {z : g(z) < 0, h(z) = 0}, atunci este un
punct de minim si pentru problema de optimizare avand submultimea
multimii X de constrangeri definita prin setarea constrangerilor active
la zero. Drept urmare, pentru problema avand constrangeri de egalitate
ce ar rezulta, definita pentru o vecinatate a lui z*, exista multiplicatori
Lagrange. Astfel, tragem concluzia ca relatia (10.10) este satisfacuta
pentru A\f = 0 daca g;(z*) # 0, iar drept urmare si relatia (10.11) este
satisfacuta. Mai trebuie sa aratam ca A7 > 0 pentru constrangerile active
gi(z*) = 0. Presupunem o componenta A\; < 0. Fie Sy si M} suprafata
si respectiv planul tangent definit de toate celelalte constrangeri active
in z* cu exceptia constrangerii active gx(z*) = 0. Din moment ce am
presupus ca z* este un punct regulat, atunci exista un d € M, astfel
incat Vgi(z*)d < 0. Fie x(t) o curba in Sy ce trece prin z* la t = 0, cu
#(0) = d. Atunci, pentru un ¢ > 0 suficient de mic, x(t) este fezabil si
folosind prima relatie (KKT) obtinem:

df(z(0) | _ ;
— tZO—Vf(x )d <0

ce ar contrazice minimalitatea lui z*. O

Punctele z* ce satisfac conditiile (KKT) se numesc puncte stafionare
pentru problema (NLP) generala. Observam ca prima relatie din
conditiile (KKT) exprima ca z* este punct stationar pentru functia
Lagrange, adica conditia de optimalitate de ordinul I:

V. L(x*, N, 1) = 0.

Cea dea doua relatie din conditiile (KKT) este complementaritatea:
deoarece \* > 0 si g(z*) < 0, atunci g(x*)"A* = 0 implicd cd daca
gi(z*) < 0 atunci Af = 0, iar daca A\f > 0 atunci g;(z*) = 0. Ultimele
doua relatii din conditiile (KKT) exprima fezabilitatea primala si duala,
adica z* este fezabil pentru problema primala si perechea (A*, u*) este
fezabila pentru problema duala. Conditiile (KKT) sunt numite dupa
Karush, a carui teza de master nepublicata din 1939 a fost introdusa in
cartea publicata de Kuhn si Tucker in 1951.
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Exemplul 10.3.1 Consideram problema de optimizare

1
min f(x) = (a7 + 25+ 23)

sl gi(x)=x1+20+23+3<0, go(x) =21 <O0.

Dorim sa calculam punctele KKT asociate problemei. Evident, vom avea
X € R2. Observam ca orice punct fezabil pentru aceastd problemd este un
punct requlat, iar din conditia de optimalitate Vf(x*)+2?:1 AV (x*) =
0 avem:

]+ AT+ A =0
x5+ AT =0
x5+ A =0

Din conditia de complementaritate putem distinge patru cazuri:

1. presupunem constrangerile g, si go sunt amandoud inactive, adica
]+ a5+ a3 < =3 sta] <0, de unde rezulta ca \j =0 si A5 = 0.
E3

Din conditiile de optimalitate avem z7 = x5 = x5 = 0, ceea ce
contrazice faptul ca gy si go ar fi inactive;

2. presupunem gy inactiva iar ge activa, adica x] + x5 + x5 < —3 §t
x7 =0, tar \} =0, \; > 0. Din conditiile de optimalitate avem ca

Al = =5 = 0, dar implicit o5 = x5 = 0 ce conduce din nou la o
contradictie;

3. presupunem g, actiwd si go inactiva, adica xj + x5 + x5 = —3 §1
] <0, 1ar A\ >0 s \; =0, Astfel, putem lua 27 = 25 = x5 = —1
st A} = 1 ce satisfac condititle KKT, deci aceasta solutie este un
punct KKT;

4. preuspunem ca ambele constrangeri sunt active, adica x]+x5+x5 =
-3 §z x; =0, wr X{,)\* > 0. Atunci obfinem x5 = a3 = ;’, ar
Al = §z Ay = , ce contrazice conditia Ny > 0.

Exemplul 10.3.2 Consideram problema de optimizare:

mﬁg 2x1 + 2x129 + x2 — 10271 — 10x4
xre

s.l:xy —l—x% <5, 3r1+ x9 <6.
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Conditiile (KKT) sunt in acest caz urmdatoarele:

4xy 4 229 — 10+ 2M21 + 33X =0, 221 + 215 — 10+ 2X 25 + Ay = 0
M2+ 25 —5) =0, X\(37; +29—6)=0
a4+ a5 <5, 3w +1y <6, A\ >0, Ay >0.

Pentru a gasi o solutie incercam diferite combinatii de constrangeri active
st verificam semnul multiplicatorilor Lagrange rezultati. Pentru acest
exemplu putem considera doud constrangeri active, una sau nici una.
Presupunem ca prima constrangere este activa si a doua este inactiva §i
rezolvam sistemul de trei ecuatii corespunzator:

4I1 + 2.%2 — 10+ 2)\1331 =0
2.CE1 + 2.%2 — 10+ 2)\13?2 =0

i+ 13 —5=0.

Obtinem solutia: x7 = 1,25 =2 si A} = 1, \5 = 0. Observam ca aceasta
solutie verifica 3xy + x9 < 6 si uy > 0 si deci satisface conditiile (KKT).

10.4 Conditii de ordinul IT pentru (NLP)
generale

Conditiile de optimalitate de ordinul II, atat necesare cat si suficiente
pentru probleme (NLP) generale, sunt derivate in mod esential prin
considerarea doar a problemei avand constrangeri de egalitate echivalenta
ce este implicata de constrangerile active.  Planul tangent in x*
corespunzator pentru aceste probleme generale (NLP) este planul tangent
pentru constrangerile active:

M ={d: Vgj(z*)'d =0 Vj € A(z*), Vhi(z*)'d=0 Vi=1,...,p}.

Teorema 10.4.1 (Conditii necesare de ordinul IT pentru NLP)
Fie f,g si h functii continuu diferentiable de doua ori st un punct x*
punct requlat pentru constrangerile din problema (NLP) generald. Daca
x* este un punct de minim local pentru problema (NLP), atunci existd
un \* € R™ si un pu* € RP, astfel incat conditiile (KKT) sunt satisfacute,
war in plus Hessiana Lagrangianului in raport cu x:

P m
VIL(x N pt) = V2 f(a) + ) piVrhi(a®) + ) A V2gi(a%)
1=1 =1
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este pozitiv semidefinita pe subspatiul tangent al constrangerilor active in
x*, adicd avem d*NV2L(x*, \*, u*)d > 0 pentru orice d € M.

Demonstratie: Din moment ce x* este punct de minim pentru
constrangerile din problema (NLP) generala, atunci este punct de
minim gi pentru problema in care constrangerile active sunt luate drept
constrangeri de egalitate si neglijate constrangerile inactive. In acest
fel, demonstratia urmeaza imediat din conditiile necesare de ordinul II
pentru probleme avand constrangeri numai de egalitate. 0

Ca si 1n teoria minimizarii neconstranse, putem formula pentru problema
(NLP) generala in mod asemanator conditii suficiente de ordinul II. Prin
analogie cu rezultatul din cazul neconstrans, conditia necesara este ca
matricea V2L(x*, \*, u*) sd fie pozitiv definitd pe planul tangent M
corespunzator constrangerilor active. Acest fapt este intr-adevar suficient
in majoritatea cazurilor, mai exact in cazurile nedegenerate.

Teorema 10.4.2 (Conditii suficiente de ordinul IT pentru NLP)
Fie f, g si h functii continuu diferentiabile de doua ori. Fie de asemenea
un punct requlat r* € R"™ gi variabilele duale \* € R™ g p* € RP
pentru care conditiile (KKT) sunt satisfacute si pentru care nu
avem constrangeri de inegalitate degenerate, adica \; > 0 pentru orice
j € A(z*). Dacd, de asemenea, Hessiana Lagrangianului V2L (x*, \*, j1*)
este pozitiv definita pe subspatiul tangent:

M ={d: Vh(z*)d =0, Vg;(z*)'d =0 Vj € A(z")},

atunci x* este un punct de minim local strict pentru problema (NLP)
generala.

Demonstratie: Similar cu demonstratia din cazul problemelor avand
constrangeri de egalitate, presupunem ca x* nu este un punct de minim
strict. Fie astfel un gir de puncte fezabile z; ce converge la z* si pentru
care f(zx) < f(z*). Putem scrie z;, = a* + Opsg, cu ||sg|| = 1 i 6 > 0.
Putem presupune ca o — 0 si s, converge catre un punct finit, adica
sx — s*. Vom avea astfel V f(2*)Ts* <0 gi Vh(z*)Ts* = 0 pentru toti
i = 1,...,p. De asemenea, pentru fiecare constrangere activa g; avem
gj(zr) — gj(x*) <0, iar drept urmare:
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daca Vg;(z*)'s* = 0 pentru toti j € A(z*). Atunci, demonstratia ar
continua ca gi in cazul problemelor doar cu constrangeri de egalitate. In
schimb, dacd Vg;(z*)"s* < 0 pentru cel putin un j € A(z*), atunci:

0> Vf(a")'s" =—(s)"Vg(a")"'\" — (s") Vh(z")" 1" > 0,
relatie de altfel contradictorie. 0]

De remarcat este faptul ca daca avem constrangeri de inegalitate
degenerate, adica constrangeri de inegalitate active g;(z*) = 0 cu
multiplicatorul Lagrange asociat A7 = 0, atunci in teorema precedenta
trebuie si cerem ca Hessiana Lagrangianului V2L£(x*, \*, u*) sa fie pozitiv
definita pe un subspatiu mai mare decat M, si anume pe subspatiul:

M = {d . Vh(z*)d =0, Vg;(z*)Td =0 Vj € A,(a*),
Vi) d <0 V) € Ag(a") |,

unde am deﬁmt mul‘gumle de indecsi A (x { gt ogi(x*) =0,A7 > O}
si Ao(z*) = {j : g;(2") =0,X1 =0}.

Exemplul 10.4.1 Consideram problema:

min To.
r€R2: 22 +22-1<0

In mod evident, punctul de minim global al acestei probleme este x* =
[0 —1]%. Vom ardta cd acesta este de fapt punct de minim strict. Pentru
aceasta observam ca prima condifie (KKT) are forma:

201 =0, 142Xz, =0,

de unde rezulta ca X > 0 si deci constrangerea este activa. Din sistemul
de trei ecuatii dat de cele doud ecuatii de mai sus i 3 + 23 —1 = 0
obtinem solutia x* = [0 — 1]T si \* = 1/2. Mai departe, planul tangent
in x* este dat de M = {d : [02]d =0} = {d: dy = 0}. Observam
de asemenea cd Hessiana Lagrangianului este V2L(x*, \*) = 2\*I,, care
binetnteles este pozitiv definita pe M. Aceasta arata ca x* este punct de
manim strict.

In final, analizam conditiile de optimalitate pentru cazul convex.
Reamintim ca problema (NLP) generala este o problema convexa (CP)
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daca functiile f si g1, - -, g, sunt functii convexe, iar functiile hy, ..., h,
sunt functii afine. Daca functia h este afina atunci exista A € RP*" gi
b € R? astfel incat h(x) = Az — b. In acest caz, conditiile de ordinul I
(KKT) sunt necesare si suficiente. De remarcat este faptul ca in cazul
convex conditiile necesare de ordinul I au loc sub conditia: z* punct de
minim global si regulat.

Teorema 10.4.3 (Conditii suficiente de ordinul I pentru
probleme convexe) Fie o problema convexa (CP) de forma:

(CP): f*=min f(x)

z€R™

s.d: g(x) <0, Az = b,

in care functiile f si g1, , gm sunt functii convexe. Daca urmdatoarele
conditii (KKT) sunt satisfacute pentru tripletul (x*, \*, u*):

(KKT-CP): Vf(z*)+Vg(a)" X+ ATp* =0

gl =
g(x*) <0, Az" =b
e RPN >0,

atunci z* este punct de minim global pentru problema convexa (CP),
(N5, %) este punct de mazim global pentru problema duala si strong
dualitatea are loc, adica f* = q*.

Demonstratie: Deoarece functia Lagrange este convexa in variabila
x ¢ tinand cont ca prima relatie din conditiile (KKT-CP) inseamna
Vo L(x*, N, p*) = 0, implica x* = argmingegn L(x, \*, 1) g1 ¢(A*, pu*) =
L(x*, \*, p*). Combinand proprietatile functiei duale cu aceste conditii
(KKT-CP) avem:

> g\ w") = L(a™ X, pw7)
= f(@") + g(a)" N + (Az" = b)Tp" = f(a") > f*.

In concluzie, avem f (z*) = f* ¢l cum x* este fezabil pentru problema
convexa (CP) atunci este punct de minim global pentru aceasta
problema. Mai departe, din dualitatea slaba gi faptul ca f* = q(\*, u*)
obtinem f* = ¢*. 0
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Exemplul 10.4.2 Consideram problema proiectier originii xo = 0 pe
subspatiul X = {x € R" : Az = b}, unde A € RP*" gi are rangul p cu
p < n. Aceasta problema se formuleaza ca o problema convexda (CP):

min ||z
x: Ax=b

Conditiile (KKT-CP) pentru aceasta problema devin:
o+ ATt =0, Az*=b.

De aici obtinem —AATp* = b si tinand seama ca AAT este matrice
inversabild, ajungem la x* = AT(AAT)"'% = A™h, unde AT =
AT(AAT)™Y este pseudoinversa lui A.

Acest rationament poate fi extins la functii patratice convexe generale:

1
min §xTQx +q"x,

x: Axz=b

unde Q = 0. Pentru aceasta problema convexd conditiile (KKT-CP)
devin:
Qr* +q+ AT =0, Az* =b.

Intr-o manierd similard obtinem ca solutiile optime primale si duale sunt
date de expresiile:

M* — —(AQ_IAT)_I[AQ_IQ 4 b] §Z Tt = _Q—IATM* - Q_IQ~

Exemplul 10.4.3 Consideram urmatoarea problema convexa:

i —5)? —5)?
min (z1 —5)° + (22 = 5)

sl qir) =27 +25-5<0, gox) =21 + 22, —4 <0 (10.12)
g3(z) = —21 <0, ga(x) = —24 < 0.

Conditiile (KKT-CP) devin:

2ar—5)] 221 1/2 -1 0],
{ (a5 —5 }'* {2x§ ] R
) <0

, AT >0, ANgi(z")=0Vi=1,...,4.
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N (x =25 R .

(0.0) X4

Figura 10.3: Conditiile KKT pentru problema convexa definita in (10.12).

Presupunem (vezi Fig. 10.3) ca primele doud inegalitati sunt active.
Atunci avem N = X; = 0 gi deci conditiile (KKT-CP) se reduc la un
sistem de patru ecuatit cu patru necunoscute:

2zt — 5) N 205 1/2] [M] 0
2(z% — 5) 25 1 | [\5|
()% 4 (3)? =5 =0, o] + 225 —4 =0,

care are solutia x* = [2 1|1, si deci x* este punct de minim global pentru
problema convexa considerata.



Capitolul 11

Metode de ordinul I si 11
pentru (NLP) avand
constrangeri convexe

In acest capitol vom analiza metode numerice de optimizare pentru
probleme (NLP) unde multimea fezabila este convexa, adica:
i 11.1
min f(z), (11.1)
unde f este o functie diferentibila (nu neaparat convexa), dar multimea
X este nevida, inchisa si convexa. Reamintim un rezultat fundamental,
conditiile de optimalitate necesare de ordinul I, pentru problema de
optimizare de forma (11.1) (vezi Teorema (10.0.3)): daca z* este punct
de minim local atunci:

Vi) (x —2*) >0 V€ X.

Reamintim ca un punct z* satisfacand relatia precedenta se numeste
punct staionar pentru problema de optimizare (11.1).

Exemplul 11.0.4 (Proiectia Euclideana) Revenim la  problema
proiectier unui vector xg € R™ pe mulfimea convexa X C R" ce se
formuleaza matematic astfel:

: o 2
min [J — ",

Notam cu [xo](1,,x) solutia optima a acestei probleme, adica proiectia
[To](1,,,x) este acel vector din X care se afld la cea mai mica distanta de
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xo. Din condititle de optimalitate ale problemei precedente avem relatia:

([zo) (1, 3) = x0)" (& = [w0)(1,,%)) 20 Yz € X, (11.2)

O alta proprietate importanta a proiectiei este cea de nonerpansivitate:

0] (0. x) = [Wol(za, ) | < w0 — woll - Vo, 50 € R™. (11.3)

Aceasta proprietate se deriveaza usor din conditiile de optimalitate.
Intr-adevar, aplicand conditia de optimalitate pentru xo cu x =
[Yol(1,,.x) € X obtinem:

([zo) (1,x) — z0)" (Yol (10,x) — [0)(10,x)) = 0.

Aplicand acelast procedeu pentru yo cu x = [zo)(1,,x) € X obtinem:

(Wol(r,x) — w0) " ([z0) (1, x) — [W0)(1,3)) = 0.

Adunand aceste douda relalii, aranjand termenii $i apoi aplicand
inegalitatea Caucly-Schwartz obtinem rezultatul dorit.

Metodele prezentate in acest capitol vor fi generalizarea la cazul constrans
al metodelor directiilor de descregtere (de exemplu gradient si Newton)
dezvoltate pentru cazul problemelor neconstranse. Algoritmii ce vor fi
analizati in aceasta parte a lucrarii apartin clasei de metode bazate pe
directii fezabile.

11.1 Metode de directii de descrestere

Pentru un punct fezabil x € X, o directie fezabila la x este un vector d
pentru care x + ad este fezabil pentru orice « suficient de mic. O metoda
a directiilor fezabile pornegte dintr-un punct fezabil xy € X gi genereaza
un sir de vectori pe baza urmatoarei iteratii:

Tyl = Tp + pd,
unde, daca xp nu este punct stationar, d este o directie fezabila la xy,

adica:
Vf(xk)Tdk <0
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si pasul a; > 0 este ales astfel incat xp + apd, € X. In particular
consideram metode de directii fezabile care sunt si metode de descrestere,
adica pasul oy, se alege astfel incat:

Deoarece X este multime convexa, atunci directiile fezabile la x; sunt
vectori de forma

dk - V(Ek - xk)?

in care v > 0 si ; este un vector fezabil. In acest caz avem iteratia:
Tpi1 = Tp + (T, — Tp),

unde ay, € [0, 1] i daca z; nu este punct stationar atunci stim ca exista
T € X astfel incat V f ()" (Zp —z1) < 0. Este evident ¢ dacid multimea
fezabila X este convexa atunci xy + oy (Z) — x) € X pentru orice oy, €
[0, 1]. Procedurile de alegere a pasului «y sunt aceleasi ca si in cazul
neconstrans: putem alege «; prin procedura ideala, prin backtracking
sau pas constant oy = 1.

Observam ca daca z este punct stationar, atunci metoda se opreste,
adica xp, 1 = xy. In concluzie, un posibil criteriu de oprire pentru aceste
metode de directii de descrestere ce vor fi prezentate in acest capitol este
urmatorul:

[T — il < e,

pentru o acuratete fixata ¢ > 0.

In cele ce urmeaza presupunem ca directiile dy sunt alese astfel incat ele
sunt conectate prin gradient la x;: adica pentru orice gir xy care converge
la un punct nestationar, sirul corespunzator dj, este marginit si satisface:

lim sup V£ (1) dp < 0.

k=00 k>0

Teorema 11.1.1 Fie un sir x;, generat de metoda directiilor fezabile
Tri1 = Tk + agpdi. Presupunem ca direclitle dy sunt conectate prin
gradient la ) si pasul oy, este ales prin metoda ideala sau backtracking.
Atunci orice punct limita al sirului x, este punct stationar.

Demonstratie: Folosim metoda reducerii la absurd pentru a
demonstra aceasta teorema. Consideram cazul cand alegem a4 prin
backtracking (cazul cand se alege prin metoda ideala se trateaza intr-o



Capitolul 11. Metode de ordinul I gi II pentru (NLP) avand constrangeri
84 convexe

maniera similara). Pentru simplitate presupunem ca intreg sirul x; este
convergent la T care nu este punct stationar. Deoarece sirul f(zy) este
descrescator, atunci el este convergent si datorita continuitatii lui f
converge la f(Z). Din aceasta relatie avem:

f(xx) = f(h41) — 0.

Conform strategiei de backtracking pentru alegerea pasului, avem

flan) = f(@rs1) = =100,V f ()" dy..

Deci si apV f(x)?d, — 0. Pe de alta parte, am presupus cd dj, sunt
conectate prin gradient la x; si deci dp sunt marginite si urmatoarea
relatie are loc limy_, Supy>g Vf(zp)Tdy <0, ceea ce implica:

oy — 0.

Din aceasta relatie si din definitia procedurii de backtracking, rezulta ca
exista un index k suficient de mare astfel incat:

fl@y) = [z + (ow/p)dy) < —c1(ow/p)V fx) di Yk > k.

Din marginirea girului dj, inseamna ca exista un subsir convergent.
Pentru simplitate presupunem ca intreg sirul dj este convergent si are
punctul limita d. Din inegalitarea precedenta avem:

f(xx) = [z + ande)

Qg

< 01Vf(l’k)Tdk vk > ]%,
unde aj = a/p. Din teorema valorii medii avem ca exista scalarul
ay € [0, ay] astfel incat
—Vf(xk + &kdk)Tdk < —01Vf(l’k)Tdk vk > ]%
Evaluand limita in ambele parti obtinem:
~Vf@)'d < —,Vfz)d
sau echivalent )
0<(1- cl)Vf(f)Td.
Dar ¢; < 1 si deci B
0<Vf@)'d,

ceea ce contrazice presupunerea noastra ca dj, este conectat prin gradient
la . U

In cele ce urmeazi vom da cateva metode de a alege directiile fezabile
dr, = v(Zr — 1), unde T € X.



11.1. Metode de directii de descregtere 185

11.1.1 Metoda gradient conditional

Cea mai evidenta modalitate de a alege o directie fezabila este
urmatoarea: alegem Zjp ca fiind solutia optima a subproblemei de
optimizare:
T = argmin V f (2,)" (z — 23.).
zeX

Metoda directiilor de descrestere corespunzatoare acestei alegeri a
directiei fezabile se numeste metoda gradient conditional. Observam
ca problema de optimizare ce trebuie sa fie rezolvata la fiecare pas
este o problema convexa (functia obiectiv este liniara). Bineinteles ca
aceasta metoda face sens atata timp cat costul pe iteratie (complexitatea
numerica pentru rezolvarea subproblemei) este mult mai mic decat
costul total pentru rezolvarea problemei originale (11.1). Acest lucru
se Intampla de exemplu atunci cand functia obiectiv f este neconvexa si
multimea fezabila este simpla (e.g. daca X este un hipercub in R" sau
simplex atunci subproblema devine un (LP) ce poate fi rezolvat eficient).

Multimea fezabila X

AN NN

Figura 11.1: Iteratiile metodei gradient conditional.

Folosind teoria anterioara de convergenta, putem arata ca metoda
gradient conditional are convergenta asimptotica. Presupunem ca X
este multime compacta. Intr-adevar este suficient s aritdm ci aceastd
metoda produce directii conectate prin gradient. Presupunem ca sirul
x, este convergent la un punct Z care nu este punct stationar. Atunci
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trebuie sa aratam ca:

. T/— . _
lim sup V f(zg)" (T — ) <0, lim sup ||Zp — x| < o0.
k—o0 k>0 k—o0 k>0
Deoarece X este compacta, atunci este evident ca cea de-a doua relatie
are loc. Pentru a demonstra prima relatie, observam mai intai

V() (zp — ) < Vf(zp) (@ —x) VoeX
si evaluand limita obtinem:

lim sup Vf(zp) (2 — 1) < VF(@) (2 —2) Ve X.
k—o0 k>0
Evaluand minimum peste x € X si tinand cont de faptul ca Z nu este
punct stationar obtinem:
lim sup V f(2x)" (zx — ) <minVf(2) (x —2) <0
k—o0 k>0 reX
ceea ce ne conduce la prima relatie care trebuia demonstrata.
In ceea ce priveste rata de convergenta, metoda gradientului conditional
are o rata de convergenta slaba. De exemplu, se poate arata ca pentru
anumite tipuri de multimi X (e.g. politop) sirul f(xy)— f* sau ||z — x|
nu converge liniar. Explicatia este urmatoarea: vectorul Z; folosit in
algoritm coincide de obicei cu varfurile politopului X si astfel directiile
fezabile folosite de acest algoritm pot sa fie ortogonale pe directia ce
conduce la punctul de minim (conform Fig. 11.1).

11.1.2 Metoda gradient proiectat

Metoda gradient conditional foloseste o directie fezabila obtinuta prin
rezolvarea unei subprobleme cu functie obiectiv liniara.  Metoda
gradientului proiectat foloseste in locul acesteia o subproblema cu functie
obiectiv patratica. Desi in general aceasta subproblema poate fi mai
complexa, rata de convergenta va fi mai buna, dupa cum vom arata in
cele ce urmeaza. Metoda gradientului proiectat apartine de asemenea
clasei de metode de directii de descrestere de forma:

Tpr1 = T + o (T — ),

n care
'i.k’ = [,f[,'k — Ska(xk)](lnyX)
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In aceastd metods, pasii sunt alesi astfel: op € (0, 1] si s >
0. Reamintim ca notatia [z](, x) reprezinta proiectia Euclideana pe
multimea X a vectorului z. Deci pentru a obtine Z; luam un pas s; in
directia antigradientului —V f(xy), ca in metoda gradient pentru cazul
neconstrans, apoi proiectam (folosind norma Euclidiana) pe X vectorul
x — s,V f(zg). Putem vedea s;, de asemenea ca un pas: de exemplu,
daca luam a; = 1 pentru orice k, atunci z,.1 = %, ceea ce conduce la
gradientul proiectat clasic (vezi Fig. 11.2):

Tpp1 = [T — 56V [ (@0)] (1, )

sau astfel spus:

Tpy1 = argmin |z — z + s,V f (23) ||
rzeX

= argmin V£ ()" (z — 21) + i(x — ) L(z — ).
zeX 2Sk

Observam ca daca x, — oV f(xp) € X atunci iteratia acestei metode
coincide cu iteratia metodei gradient pentru cazul neconstrans. Mai mult,
avem x* = [¢*—sV f(2")] (s, x) daca si numai daca z* este punct stationar
pentru problema (11.1). In mod evident, metoda gradient proiectat este
eficienta daca proiectia se calculeza usgor (e.g. cand multimea X este un
hipercub sau hiperplan).

Xpr1 = % — V()

Xz ~ A2V (Xpr2)

= W41V (Xper1)

Figura 11.2: Iteratitle metoder gradient proiectat.

Avem diferite posibilitati de alegere a pasului oy, si sg:
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(i) fixam s, = s constant si «y este ales cu metoda ideala pe baza
directiei fezabile d, = T, — xy,, adica:

o = arg min f(r + (T — 1))
a€l0, 1]

(i) fixam sy = s constant si oy este ales cu procedura de backtracking
pe baza directiei fezabile dj, = 7y, — x. In particular alegem ¢; > 0
si p € (0, 1) si apoi luam ay = p™*, unde my, este primul numar
natural pentru care:

floe+ o™ (2, — k) < flaw) + ep™V f ()" (T — x1)

(iii) fixam oy = 1 constant gi alegem s, cu procedura de backtracking.
In particular, definim x(s) = [z — sV f(2k)](1,,x) si alegem 5 > 0,
¢ > sip € (0, 1). Atunci definim s = p"* 3, unde my, este primul
numar natural pentru care:

Fan(p"8)) < flax) + aV f(ar)" (zx — 2(p™5))

(iv) fixam oy, = 1 §i s = s constante

(v) fixaim a) = 1 i alegem s; — 0 astfel incat >~ sp = oo, de
exemplu s, = 1/k.

Rezultatele de convergenta pentru metoda gradient proiectat
sunt similare celor corespunzatoare metodei gradient pentru cazul
neconstrans. In cele ce urmeazi enuntam cateva teoreme de convergenta
corespunzatoare diferitelor posibilitati de alegere a pasilor.

Teorema 11.1.2 Fie x; sirul generat de metoda gradient proiectat cu
pasul s constant si ay ales prin metoda ideala sau backtracking de-a
lungul directiilor fezabile. Atunci orice punct limita al sirului x) este
punct stationar.

Demonstratie: Vom arata ca directiile z;, — x; sunt conectate prin
gradient la zj. Intr-adevar, presupunem ca sirul x; este convergent la un
punct T care nu este punct stationar. Trebuie sa aratam ca:

lim sup Vf(z)" (Zp — x) <0,  lim sup ||Z), — 24 < oo.
k=00 >0 k=00 k>0
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Folosind continuitatea proiectiei avem

lim 2, = [ — sVf(D)] 1.5

k—o0

si deci cea de-a doua relatie are loc deoarece ||Zy — x| converge la ||[Z —
sV f(Z)](1,,x) — #||. Pentru a arata si prima relatie folosim proprietatile
proiectiei, si anume conditiile de optimalitate pentru proiectie implica:

(zr — sV f(zp) —Tp) (. —3) <0 Vo € X.

Luand in aceasta relatie x = x; otinem:
T - 1 -2
Aplicand limita in relatia anterioara obtinem:

. _ .. . N
lim sup V f(2,)" (T — 2x) < =17 = [7 = sV ()] iz, 20 |I*-
k—o0 k>0 S

Deoarece T nu este punct stationar, partea dreapta a acestei inegalitati

este strict negativa ceea ce implica limy_, SUp;> Vf(xp) (z — ) <0,
adica prima relatie care trebuia demonstrata. 0

Teorema 11.1.3 Fie x; sirul generat de metoda gradient proiectat cu
pasul s = s constant si o = 1. Presupunem de asemenea ca functia
obiectiv are gradientul Lipschitz (i.e. exista L > 0 astfel incat |V f(x) —
Vil < L|lx — y|| pentru orice z,y € X ). Daca s € (0, 2/L), atunci
orice punct limita al sirului x; este punct stationar.

Demonstratie: Din proprietatea de Lipschitz avem:
_ T L. _ 2
Flanrn) = flaw) = f(2e) = flan) < VFae)" (@ —2e) + Sllze — 2]
Folosind aceasta relatie gi inegalitatea (11.4) obtinem:

)T — @]

f(r) = flan) < (

2|t~
» | =

Daca s € (0, 2/L), partea dreapta a acestei relatii este negativa si deci
daca sirul z; este convergent, partea stanga tinde la 0. In concluzie, sirul
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||z, — x| tinde la 0 si deci pentru orice punct limita & al sirului x; avem
T = [T — sV f(Z)],,x), i.-e. T este punct stationar. O

Rata de convergenta a metodei gradient proiectat este in esenta similara
celei corespunzatoare cazului neconstrans. De exemplu, consideram cazul
patratic:

1

f(z) = §$TQ$ —q'z,

unde @) este matrice pozitiv definita. Fie z* unicul punct de minim
al lui f peste multimea fezabila X. Consideram cazul cand o = 1 si
s = s. Folosind proprietatile proiectiei (in particular proprietatea de
nonexpansiune) avem:

lewrs =l = llfax — sV (@) rnx) — 2 = sV @)l
< Jlax — sV f(ax) — (@* = V@] = (L - 5@Q) (i — )]

< max{|l — sA\min|, |1 — $Amax| }H|ze — 27|,

adica rata de convergenta liniara. De aceea, In partea finala a acestui
capitol vom considera metode bazate pe scalare, adica aplicarea metodei
gradient proiectat intr-un sistem de coordonate diferit. Un caz particular
al acestor metode este metoda Newton.

11.2 Metoda Newton proiectat

Presupunem ci f este de doud ori diferentiabild si Hessiana V2 f(z) este
pozitiv definita pentru orice x € X. Consideram urmatoarea iteratie
pentru metoda Newton proiectat:

L1 = T + (T, — p),

unde

iy = argmin V(27 (x — ) + QLSk(x ) V2 f (@) — 2p). (11.5)

Putem interpreta problema de optimizare (11.5) ca o problema de
proiectie generalizata. In particular, 7, este vectorul din X care se afla la
distanta minima de vectorul z — s, (V2f(x1)) "'V f(z1), dar cu distanta
masurata in functie de norma ||z[|3. ;) = 2" V2 f(zx)2, dupd cum vom
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arata in cele ce urmeaza. Intr-adevar, pentru cazul cand ay = 1, obtinem
urmatoarea iteratie:

) 1
Tpp1 = T = argmin V£ (2)" (2 — 21) + =—(z — 1) V2 f (2) (2 — 21)
zeX 2Sk
B . B 2 ~1 2
= arg 5%1)1(1 ||x T + Sk(v f(xk)) Vf(xk)HV%”(xk)
= [ox = se(V2f(21)) TV (20)] (92 a0, x);

unde am considerat norma |[2[1225,,, = 2" VAf(zr)2 st [Ylv2ie).x)
reprezinta proiectia vectorului y pe multimea X in raport cu aceasta
norma. Putem interpreta aceasta iteratie si in felul urmator: metoda
Newton proiectat se obtine prin aplicarea metodei gradient proiectat
intr-un alt sistem de coordonate. intr—adevar, la iteratia k fie matricea
pozitiv definita Hj, si consideram urmatoarea schimbare de variabila:

xr = Hk_l/zy.

Atunci, problema originala (11.1) se rescrie in variabila y astfel:

min fily) (= f(H, ")

yeEY)

unde multimea Y}, este definita in felul urmator:
Y, ={y: H '"?yeX}.

Aplicam metoda gradient proiectat pentru aceasta noua problema de
optimizare:

Yrer =Y+ an(@e = Ye), U6 = [Ye — 6V ()l 1,v0)-
Atunci, 7, este solutia problemei patratice:
_ : T 1 2
g = arg in ¥ fi(y)” (v — o) + 5 —lly — well™
Folosind schimbarea de variabila precedenta avem:
vp = Hy Py &= H g,V filye) = Hy 7V ().
Pe baza iteratiei gradient proiectat pentru y; obtinem urmatoarea iteratie

n x:
Tp1 = Tp + o (T — ),
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unde Zj; se obtine din:

1
Ty, = argmin V f (v)" (v — 21,) + =— (v — z1) " Hi(x — 23 (11.6)
reX 2Sk

=[x — ska_IVf(xk)](Hk,Xy

De obicei, ne referim la aceasta iteratie, ce depinde de felul cum alegem
matricea Hy, prin metoda gradient scalat proiectat.

Metoda Newton proiectat se obtine pentru Hy, = V2 f(z;). Observam ca
daca s = 1 atunci functia patratica din (11.5) este aproximarea Taylor
de ordinul IT in jurul lui zj, a lui f. In particular, daci a; = 1 si s = 1,
atunci xy,, este vectorul care minimizeaza aproximarea Taylor de ordinul
IT1n jurul lui z; al functiei f supus la constrangerea r € X. In concluzie,
ne asteptam la urmatorul comportament pentru aceasta metoda: daca
punctul de pornire x( este suficient de aproape de punctul de minim
local, atunci metoda Newton proiectat cu pasii ap = s = 1 converge la
x* superliniar.

Principala dificultate in folosirea metodei Newton proiectat consta in
faptul ca subproblema ce trebuie rezolvata la fiecare pas este complexa.
De aceea, au fost dezvoltate metode care sa pastreze rata de convergenta
rapida a metodei Newton proiectat, dar care in acelagi timp sa aiba
o iteratie mai putin costisitoare numeric. De exemplu, putem inlocui
Hessiana V2 f(z;) cu o matrice pozitiv definitd Hy, asa cum am aritat
mai Inainte, adica metoda gradient scalat proiectat, unde directia
se calculeaza pe baza relatiei (11.6). O posibila alegere pentru Hy
este matricea diagonala cu elementele diagonale identice cu cele ale
matricei Hessiane V2 f(x;). Proprietatea de convergenti asimptotica a
metodei Newton proiectat este prezentata in urmatoarea teorema a carei
demonstratie este aproape identica cu cea a Teoremei 11.1.2.

Teorema 11.2.1 Fie x; sirul generat de metoda Newton proiectat cu
pasul s constant si ay ales prin metoda ideala sau backtracking de-a
lungul directiilor fezabile. Presupunem de asemenea ca exista scalarii
pozitivi By st Po astfel incat:

ﬁ1[n<v2f(x)452[n Vre X.
Atunci orice punct limita al sirului x; este punct stationar.

In ceea ce priveste rata de convergenta locala a metodei Newton proiectat,
avem urmatorul rezultat:
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Teorema 11.2.2 Fie f de doua ori diferentiabila cu Hessiana pozitiv
definita si Lipschitz continua. Fie, de asemenea, x* un punct de minim
local pentru problema (11.1). Atunci exista v > 0 astfel incat daca ||xzo —
¥ < 7, sirul xy produs de metoda Newton proiectat cu oy = s = 1
satisface ||z — x*|| < v §i x converge la x* cu rata de convergentd
superliniara.

Demonstratie: Pentru simplitate, notam cu H, = V2f(x;) si
consideram norma vectoriala ||z[|3;, = 2" Hyz pentru orice z € R". Pe
baza acestel norme definim si norma indusa pentru matrice: ||A|lgy, =
sup, o [|A2||m, /||2]|m, pentru orice matrice A € R™".  Folosind
proprietatile proiectiei putem deriva urmatorul gir de inegalitati:

ki1 — 2, = Nae — o (V2 f (2) 'V f (20)] (.00 — 271 s,
<Nl — (V2 f () 'V () — 2% -

Folosind aceleasi argumente ca in demonstratia convergentei metodei
Newton pentru cazul neconstrans, putem arata inegalitatea:

1
[ehi1 =2 m, < M/ IV f () = V2 f (2" 47 (=) |1, A7 =" |,
0

pentru un M > 0. Datorita continuitatii lui V2f putem alege v > 0
suficient de mic pentru a asigura ||zy — 2*||g, < 7 si termenul de sub
integrala devine arbitrar de mic. Din aceasta proprietate, convergenta
superliniara a lui x la 2* rezulta imediat. O



Capitolul 12

Metode de optimizare pentru
(NLP) avand constrangeri de
egalitate

In acest capitol consideram metode numerice de optimizare pentru
problema (NLP) avand constrangeri de tip egalitate:

(NLPe) : 3121611%11 f(x) (12.1)
sl. h(z) =0, (12.2)

unde f : R — R si h : R* — RP sunt functii de doua ori
diferentiabile. Reamintim conditiile de optimalitate de ordinul I pentru
aceasta problema (conditiile KKT): fie * punct de minim atunci exista
w* € RP astfel incat

(KKT — NLPe): V,L(z*,u*) = 0

h(z*) = 0,
unde L(z, ) = f(x) + p"h(x) este Lagrangianul. Reamintim ci aceste
conditii de optimalitate au loc sub presupunerea ca z* este punct regulat:

adica rangul matricei Vh(z*) este p. Observam ca h(z) = V, L(z, p) ,
deci conditiile precedente de optimalitate se pot scrie compact in forma:

VL(z", 1u*)=0.

Avem un sistem neliniar de n + p ecuatii cu n + p necunoscute formate
din z* si p*. Acest sistem se numeste sistemul Lagrange.
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Exemplul 12.0.1 (Control optimal) Consideram sistemul dinamic
liniar discret:
Zt+1 = Atzt + Btut Vit 2 O,

unde z; € R™ este starea i uy € R™ intrarea sistemului. De exemplu
consideram un rezervor cu apa ce este folosit la fabricarea unui produs.
Notam cu z; volumul de apa din rezervor si cu uy apa utilizata in perioada
t. Atunct volumul de apa din rezervor evolueaza astfel:

Zt41 = &t — Ut

Presupunem de asemenea un cost pe etapd asociat starilor 07 (z) si
intrari- lor 0 (uy), unde 07 : R™ — R gi ¢} : R™ — R. De exemplu,
putem considera 0 (z) = 1/2||z — zfefHét 5i 0 (ug) = 1/2||ug — u:ef||%%t,

ref . ref
unde z, " §i U,

sunt referinte dorite pentru nivelul rezervorului si pentru
volumul de apa utilizat in perioada t. De asemenea, introducem un
orizont de control (predictie) N pentru sistemul dinamic dat. Atunci

problema de control optimal devine:

N N—1
min 3" 6(z) + Y i) (123)
[ =0

Sl Zt+l:AtZt+Btut Vt:O,,N—l

Problema de control optimal (12.3) se reduce la o problema de optimizare
cu constrangeri de egalitate in forma (NLPe). Intr-adevar, definim
variabila de optimizare:

g =[ul L ul . uk | 2R e RN (et

st functia obiectiv

o) =3 G+ 3 ).

Observam ca functia obiectiv este bloc separabila si deci Hessiana lui f
este bloc diagonala:

V2f(z) = diag(Ro(z), Q1(2), ..., Ry_1(z), Qn()),

unde Ri(x) = V2 (u) si Qi(x) = V*i(z). Colectaim toate
constrangerile de egalitate date de dinamici pentrut = 0,...,N — 1 in
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Az =1b (i.e. h(z) = Az —b), unde A € RNm=xNmatna) o ¢ RVN"= gynt
date de urmatoarele expresii:

-—130 Inz 0 0 e 0 0 0 14020

0 —-A -B I, ... 0 0 0l 0
= . : : S : st b=

0O 0 0 0 ... —-Ay. —Byx. I, 0

12.1 Metode pentru QP cu constrangeri de
egalitate

Fie problema de optimizare patratica:

1
(QPe): min ixTQx —q¢'z

z€R™

sl.. Ax =0,

unde matricea () € R™*™ este simetrica (posibil indefinita) gi A € RP*".
Conditiile KKT conduc la sistemul de ecuatii liniare (sistemul Lagrange):

Qr—q+ AT =0
Ax =0,

sau 1n notatie matriceala:

B olb) =B

T
Definim matricea K = {g % } numita matricea (KKT).
Lema 12.1.1 Observam ca matricea (KKT) este intotdeauna indefinita.
Daca matricea A € RP*™ are rangul p $i pentru orice d € kernel(A) cu
d # 0 avem d'Qd > 0, atunci matricea (KKT) este inversabild.

Demonstratie: Reamintim definitia subspatiului kernel(4) = {z €
R™ : Ax = 0}. O formulare echivalenta a proprietatii de inversabilitate
pentru o matrice patratica implica faptul ca singura solutie a sistemului:

2 47,20 12
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este vectorul 0. Daca partitionam solutiile sistemului astfel: y = {Z],

ramane de aratat ca singurele instante ale vectorilor u si v care satisfac
sistemul (12.4) sunt nule. Din (12.4) avem:

Qu+ATv=0 s Au=0.

A doua ecuatie indica u € kernel(A). Inmultind la stanga in prima
ecuatie cu ! obtinem:

u' Qu +ut ATv = 0. (12.5)

Tinand cont cd u € kernel(A), iar in enunt am presupus ca u’ Qu > 0,
concluzionam ca relatia (12.5) este imposibil de satisfacut pentru orice
u # 0. Pe de alta parte, considerand v = 0 gi v # 0, prima ecuatie a
sistemului (12.4) devine ATv = 0. Deoarece matricea A are rang maxim
pe linii, matricea AT are rang maxim pe coloane, si deci singurul vector
ce satisface ATv = 0 este v = 0. In final, am aratat ca unicul vector ce
satisface sistemul (12.4) este vectorul nul.

Daca A are rang p, atunci conditia de regularitate este indeplinita pentru
orice punct x € R"™ in problema (QPe) precedenta. Mai departe, daca
pentru orice d € kernel(A4) cu d # 0 avem d’Qd > 0, atunci conditiile
suficiente de ordinul II sunt satisfacute pentru (QPe). In concluzie,
pentru o problema patratica cu constrangeri de egalitate in forma
(QPe), existenta unui minim local este echivalenta cu inversabilitatea
matricei (KKT). Exista multe modalitati de rezolvare a sistemului (KKT)
anterior. Dintre aceste metode, enumeram:

(i) metoda factorizarii LU se bazeaza pe factorizarea LU a matricei
KKT si apoi rezolvarea celor doua sisteme triunghiulare. Datorita
faptului ca K este matrice indefinita, nu putem folosi factorizare
Cholesky. In schimb, putem utiliza eliminarea gaussiana cu
pivotare partiala pentru a obtine factorii L si U. In aceasts
factorizare nu luam in calcul simetria. De aceea, in general se
utilizeaza o factorizare Cholesky indefinita: PTKP = LDL", unde
P este o matrice de permutare, L este inferior triunghiulara si D
este o matrice bloc diagonala cu blocuri de dimensiune 1 sau 2.
Putem de asemenea utiliza metode iterative din algebra liniara sau
optimizare (e.g. metoda gradientilor conjugati sau metode Krylov).

(ii) metoda complementului Schur presupune ca matricea () este
inversabila si A are rangul p si se bazeaza pe eliminarea lui x din
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prima ecuatie:
r=-Q (AT —q)

si apoi introducerea acestei expresii in cea de-a doua ecuatie
obtinand p

AQ AT = AQ g —b.

Rezolvam sistemul liniar in p cu matricea AQ AT pozitiv definita
si apoi recuperam z. Aceasta metoda necesita ca ) sa fie
inversabila, ceea ce nu este intotdeauna valabil, si apoi calcularea
factorizarii matricei AQ ' AT, care este complementul Schur al lui
() in matricea K.

(iii) metoda spatiului nul se bazeazs pe gasirea unei baze Z € R"*("P)
pentru kernel(A) si apoi se defineste * = Zv + y, unde y este
o solutie particulara a sistemului Ay = b. Orice v = Zv + y
satisface Ax = b, astfel Incat trebuie sa luam in considerare doar
prima ecuatie din sistemul (KKT). Aceasta se poate reformula ca
o problema de minimizare neconstransa:

1
min - S(Zo+9)'Q(Zv+y) — ¢ (Zv +y).

Conditiile de ordinul I pentru probleme de optimizare fara
constrangeri conduc la:

ZYQ7v+Z"Qu—2"q =0 <= v=(27Q2) " Z"q-Z"Qy).

Matricea ZTQZ este numitd Hessiana redusd. Daca v* este o
solutie a problemei QP fara constrangeri, atunci x* = Zv* + y.
Aceasta metoda poate fi aplicata daca conditiile suficiente de
ordinul IT sunt satisfacute.

Exemplul 12.1.1 Consideram problema de optimizare patratica:
:Icrel%R% 3x% 4+ 22129 + 123 + 2.5x§ + 22973 + 2x§ — 8x1 — 3w — 313
sd.: xy+x9=3, x9+1x3=0.

In acest caz, matricele corespunzatoare acestui (QP) sunt:

6 2 1 8
Q:252,q:3,A:[é(1)ﬂ,b:m.
12 4 3
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Observam ca matricea ce defineste spatiul nul al lui A este Z = [—1 —
1 1]7. In acest caz, problema redusa neconstransa in variabila v este
unidimensionald. Putem gasi imediat solutia v* = [2 — 1 1]T gi u* =
3 —2]T care, datoritd faptului ca Q este matrice pozitiv definitd, este
solutia de minim global al problemei (QP).

In cele ce urmeazi vom prezenta diferite metode pentru rezolvarea
sistemului Lagrange pe cazul general (KKT-NLPe).

12.2 Metode Lagrange

Metodele Lagrange se bazeaza pe conditiile (KKT-NLPe):
V.L(x,1u) =0, h(z) =0 <=  VL(z,n)=0.

Definim variabila:

= si F(y) =VL(x,pn) = ’ ,
=] s P =veww = [V
unde y € R™? g1 F : R"? — R"*P astfel incat solutiile problemei de
optimizare (NLPe) se gasesc printre radacinile sistemului neliniar:

Acest sistem poate fi rezolvat prin metode Lagrange de tip gradient sau
Newton. Metodele Lagrange au urmatoarea forma generica:

(ML) = xpp1 = L(xg, )
He+1 = H(xku Mk),

in care functiile L : R™? — R” ¢i H : R™? — RP sunt functii
diferentiabile. In plus, iteratia anterioara converge la un (z*, u*) daca
aceste functii satisfac conditiile * = L(z*, u*) si p* = H(z*, p*). Mai
mult, pentru a asigura convergenta globala a acestor metode, iteratiile
pot fi dependente si de un pas «y. Exista diferite posibilitati de alegere a
pasului in metodele Lagrange, insa cea mai des utilizata se bazeaza pe o
functie merit asociata problemei (NLPe). Un exemplu de functie merit
este definit de:

1 1
Mz, 1) = 5oL, )+ 5 b
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Remarcam ca M(z,pu) > 0 si M(z,u) = 0 daca si numai daca
V.L(z, ) = 0 si h(z) = 0, adica aceasta functie masoara cat de
aproape este un punct (z,u) de solutie. Asadar, punctele de minim
global ale functiei merit M (z, ) satisfac conditiile necesare de ordinul
I (KKT-NLPe) pentru problema cu constrangeri de egalitate (NLPe)
studiatd in acest capitol. In concluzie, putem minimiza functia merit
fara constrangeri:

min Mz, 1) (:%nvzc(x,u)n%§r|h<x>||2) (12.6)

rER™, ueRP

si orice punct de minim global (z* u*) al acestei probleme fara
constrangeri satisface relatia VL(z*,p*) = 0. Insd, functia merit
precedenta poate avea si minime locale, care in general nu sunt folositoare
in gasirea solutiei optime a problemei (NLPe). Suntem interesati in
gasirea conditiilor suficiente care garanteaza ca un punct de minim local
al problemei fara constrangeri (12.6) este minim global.

Lema 12.2.1 Presupunem ca (x*,pu*) este punct de minim local
al problemei (12.6) care satisface conditiile necesare de ordinul I.
Presupunem de asemenea ca rangul lui Vh(x*) este p si Hessiana
V2L(x*, 1u*) este pozitiv definitd. Atunci (x*,p*) este punct de minim
global pentru (12.6), adica M(x*,u*) = 0.

Demonstratie: Cum (z*, ©*) satisface conditiile necesare de ordinul I
pentru o problema de optimizare fara constrangeri avem ca gradientul
lui M in acest punct este 0:

VaL(@", @ )\Vol(a®, ") + (Vh(2")) h(z") = 0
Vh(z*)V, L(x*, 1u*) = 0.

Multiplicand prima relatie cu V,L(z*, u*) si folosind apoi cea de-a doua
relatie, obtinem (V, L(z*, p*))TV2L(x*, n*)V L(x*, u*) = 0. Deoarece
V2L(z*, u*) este pozitiv definita, obtinem ca V,L(z*, u*) = 0. Folosind
iaragi prima relatie de optimalitate avem urmatoarea identitate in
punctul z* (Vh(x*))Th(x*) = 0 gi cum rangul lui Vh(z*) este p rezulta
h(z*) = 0.

Din conditiile de optimalitate de ordinul I observam ca un posibil criteriu
de oprire pentru metodele ce vor fi dezvoltate in acest capitol este
urmatorul:

IV Lk, ) | < €,

pentru o acuratete fixata ¢ > 0.
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12.2.1 Metoda Lagrange de ordinul I

Cea mai simpla metoda Lagrange, numita si metoda Lagrange de ordinul
I, este data de iteratia:

(ML —1): xp1 = xp — Vi £(xp, i)
Pt1 = pi + g h(wy),

unde aj > 0 este un pas. Daca utilizam notatia de mai inainte y =
[T 777 atunci iteratia precedentd se scrie sub forma:

Ukl = Yk — e F(ye) = Yre1 = U — e VL(Yk),

care bineinteles poate fi interpretata ca metoda gradient pentru sistemul
de ecuatii neliniare F(y*) = VL(y*) = 0.

Pe de alta parte putem interpreta iteratia (ML-I) ca o metoda de
descregtere pentru problema fara constrangeri (12.6) daca presupunem
ca Hessiana Lagrangianului V2L (z, i) este pozitiv definita intr-o regiune
de interes. Intr-adevir se poate arata ca directia data de urmatoarea
expresie (—V.L(xy, pur), h(zx)) este o directie de descrestere pentru
functia M in punctul (x, py). Pentru o mai simpla expunere, introducem
notatiile:

Atunci, produsul scalar dintre aceasta directie si gradientul lui M capata
urmatoarea forma:

[(Liple + ALh)T (Arle)T)[—1F Wi = —IF Ll — b Aply + UL AT Ry,
= Ul Ll <0,

sub ipoteza ci Hessiana L, = V2L(xy, uy) este pozitiv definitd si [, =
V. L(xk, i) # 0. In concluzie, putem alege pasul aj care minimizeaza
functia merit de-a lungul acestei directii de descrestere:

ay, = arg m>1(r)1./\/l(xk —aV, L(g, pr), pr + ah(xy)).

Folosind rezultatele de convergenta ale metodelor de descrestere din
partea a doua a acestei lucrari, putem concluziona ca iteratia (ML-I)
va converge catre un punct ce satisface V,L(z*, p*) = 0. Dar, nu putem
garanta ca h(z*) = 0. Putem imbunatati proprietatile de convergenta
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ale acestei metode prin alegerea altei functii merit. De exemplu, putem
utiliza urmatoarea functie merit:

1 1
My (@, p) = 5IIVaLle, WI° + S IR = vL(z, 1),

unde v > 0 este suficient de mic. In aceeasi maniera ca mai Inainte
se poate arata ca directia (—V,L(xg, ug), h(zx)) este o directie de
descrestere pentru M., si anume:

[(Lil + Aphie = y0)" (Arly — vhi) ][0 by
= —lf (L — vL)l — vhi, <0,

sub ipoteza ca Hessiana Ly = V2L(xy, jux) este pozitiv definita si I, =
Vi L(xk, ) # 0 sau hy = h(xy) # 0. In concluzie, daci alegem «, care
minimizeaza functia merit M., de-a lungul acestei directii de descrestere
se poate arata ca iteratia (ML-I) converge catre un punct ce satisface
V. L(z* 1*) = 0si h(z*) = 0, adica catre un punct ce satisface conditiile
(KKT-NLPe) pentru problema originala (NLPe).

Vom analiza acum convergenta metodei (ML-I) pentru pas constant oy, =
«. Pentru aceasta introducem notiunea de punct de atractie. O pereche
(x*, u*) se numesgte punct de atractie pentru iteratia (ML) daca exista o
multime deschisa V' C R"*? astfel incat pentru orice (zg, po) € S sirul
(xk, i) generat de iteratie ramane in S si converge la (x*, u*).

Teorema 12.2.1 Fie L : R"? — R" g1 H : R™? — RP doua functii
diferentiabile astfel incat v* = L(x*, p*) si p* = H(x*, p*). Mai mult,
presupunem ca toate valorile proprii ale matricei de dimensiune (n+p) X

(n+p)
e [VeE@ ) VoH(a )
ILL*

- vﬂL(x*nu*) VMH(*T*v )

sunt in interiorul cercului unitate. Atunci, (z*,u*) este un punct de
atractie al iteratiei (ML) si cand girul generat (xy,pui) converge la
(x*, u*), rata de convergenta este liniard.

Demonstratie: Notdm cu y = [¢7 pf)]7 g cu M(y) =
[L(z,p) H(z,p)]. Din teorema valorii medii avem ca pentru orice doi
vectori y si ¥:

M(g) = M(y) = R (5 —v),
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unde R este o matrice avand coloana i definita de gradientul VM;(y;) al
componentei ¢ a lui M evaluat intr-un vector g; ce se gaseste pe segmentul
avand capetele in ¢ si y. Luand ¢ si y suficient de aproape de y*, putem
face aceasta matrice R sa fie apropiata de R* si deci putem asigura
existenta valorilor proprii ale matricei R sau echivalent RT in cercul
unitate. In concluzie, existd o vecinitate S a lui y* = [(z*)T (u*)T]”
astfel incat in aceastd vecinitate norma matricei R? este mai mica decat
1 — ¢, unde € este un scalar pozitiv. Aplicand norma in relatia anterioara
obtinem:
1M (5) — M(y)l| < | RT[|[|7 — vl

In concluzie, in vecinitatea S a lui (x*, *) operatorul M este o contractie
si rezultatul urmeaza apoi din teorema de contractie (vezi Apendice).
Demonstram acum convergenta locala a metodei Lagrange de ordinul I:

Teorema 12.2.2 Presupunem ca f si h sunt functic de douda ori
diferenti- abile, x* este punct de minim local pentru care ezista p*
satisfacand conditiile (KKT-NLPe). Presupunem de asemenea ca x* este
requlat $i Hessiana V2L (x*, u*) este pozitiv definitd. Atunci existd & > 0
astfel incat pentru orice a € (0 &, (x*, pu*) este un punct de atractie al
iteratiei (ML-1) si daca sirul generat (xy, py) converge la (x*, u*), atunci
rata de convergenta este liniara.

Demonstratie: Vom arata ca pentru « suficient de mic ipotezele
teoremei anterioare sunt satisfacute. Consideram functia:

e = [ v et

Este clar ca M, (z*, pu*) = [(z*)T (u*)"]" si VMu(a*, u*) = Ly, — aB,
unde:
B {Viﬁ(m*,u*) Vh(x*)]
| =Vh(z¥) 0 '
Aratam ca partea reala a fiecarei valori proprii a matricei B este strict
pozitiva. Pentru orice vector y, notam gy conjugatul lui i cu Re(+) partea

reala a unui numar complex. Fie v o valoare proprie a lui B avand
vectorul propriu corespunzitor y = [z7 w’]’ # 0. Avem:

Re(y" By) = Re(7)([|2|1* + [[w]]*),
si in acelagi timp:

Re(y" By) = Re (2" ViL(z*, p*)z + 2" Vh(z")w — @ Vh(z")z) .
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Deoarece Re(z' Dw) = Re(w’ Dz) pentru orice matrice D cu intrari
numere reale, obtinem:

Re(y' By) = Re (2" VoL(2", 1)z) = Re(y)(||2]* + [[w]]*).

Dar pentru orice matrice D pozitiv definitd avem Re(z7 Dz) > 0 pentru
orice z # 0. In concluzie, din relatia precedenti avem fie Re(y) > 0 sau
z = 0. Dar daca z = 0, din definitia valorii proprii By = vy obtinem
Vh(z*)w = 0. Insi z* este punct regulat si deci Vh(z*) are rangul p,
ceea ce implica ca w = 0. Aceasta contrazice faptul ca vectorul propriu
y # 0. Obtinem ca Re(y) > 0. O

12.2.2 Metoda Lagrange-Newton

Dorim acum sa aplicam metoda Newton pentru a rezolva sistemul de
ecuatii dat de conditiile (KKT - NLPe):

h(z) ; 0.

Utilizand notatiile de mai inainte, dorim sa rezolvam sistemul neliniar

F(y) =0,
unde y = {Z] € R"P g F: R"™ — R*™™™ F(y) = {vig’ )] Acest
sistem poate fi rezolvat prin metoda Newton:
oF
Fyx) + a—y(yk)(y —y) = 0 (12.7)

care conduce la urmatoarea iteratie Newton, sub ipoteza ca Jacobianul
VF(ys) = %(yk) este matrice inversabila:

Ykl = Yi — (2—5(%)) B F(yk)-

Iteratia (12.7) poate fi scrisa in termeni de gradienti astfel:

VoL (@, ) + VaLlwn, ) (@ — xx) + (Vh(zp) (=) = 0
h(zy) + Vh(z*)(z —z) = 0.



12.2. Metode Lagrange 205

Scrisa in forma matriceala, obtinem urmatorul sistem liniar:

T L] = T

matricea KKT

Este clar ca pentru orice solutie (z*, u*) pentru care conditiile suficiente
de ordinul II sunt satisfacute, matricea KKT este inversabila intr-o
vecina- tate a lui (z*, u*). In acest caz, avem solutie unicd pentru sistemul
liniar anterior. Obtinem urmatoarea iteratie Newton:

(ML—N) Thal :xk+dk
P = poe + i,

unde directiile (dy, d};) sunt solutia sistemului:

RZC AR R B

Rezultatele standard de convergenta locala ale metodei Newton aplicate
unui sistem de ecuatii neliniare sunt aplicabile gi pentru sistemul neliniar
F(y) = 0. Aceste rezultate afirma ca daca sistemul liniarizat la solutia
(x*, u*) este inversabil (in cazul nostru aceasta conditie este indeplinita
daca conditiile suficiente de ordinul IT in (z*, u*) au loc pentru problema
(NLPe)) si daca punctul initial (xq, ) este suficient de aproape de solutia
(x*, u*), atunci girul (2, 1x) generat de metoda Newton (ML - N) este
convergent si converge catre solutie cu rata cel putin patratica.

Putem arata ca directia generata de metoda Newton este o directie de
descresgtere pentru functia merit:

1 1
M, p) = 5Vl W* + S ()

Reamintim notatiile: Ly = V2L (zg, pr), I = Vo L(xg, pr.), by = h(zy) i
Ay = Vh(zg). Atunci, produsul scalar dintre directiile Newton (dy, d},)
si gradientul lui M capata urmatoarea forma:

(Ll + AThy Al [dE (@71 = I Lidy, + hE Agdy + (AT
= — [l ]1* = 17l

Aceasta expresie este strict negativa, cu exceptia cazului cand [, = 0
si hpy = 0 (adica conditiile (KKT-NLPe)). Din interpretarea metodei
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Figura 12.1: [teratia metodei (ML-N) cu punctul initial xo = [2 2|7 pentru

problema neconverd min (x1 — 6)* + (z1 — 422)2.
z€R2: 22 +23=1

Lagrange-Newton ca o metoda de descrestere pentru o functie merit,
putem concluziona ca metoda Newton are proprietati de convergenta
globala cand iteratia se ia cu un pas variabil.  Definim metoda
Lagrange-Newton generala prin urmatoarea iteratie:

(ML — Na) D X1 = T + Oékdk
Pk = foe + oudy,,

unde (dy, d) sunt directiile Newton din sistemul (12.8) si «, este ales sa
minimizeze functia merit, i.e.

ay = arg m>1g1./\/l(xk + ady, i, + ady).

Folosind rezultatele de convergenta a metodelor de descrestere pentru
cazul problemelor de optimizare neconstransa (Capitolul 4) se poate
arata ca orice punct limita al girului generat de metoda Lagrange-Newton
cu pas variabil (ML — N,) satisface conditiile necesare de ordinul I
pentru problema cu constrangeri de egalitate (NLPe), adica conditiile
(KKT-NLPe).

Interpretarea metodei Lagrange-Newton folosind formularea
QP secventiald: Dacd adiugdm expresia (Vh(xy))"pup In prima
ecuatie a sistemului (12.8), atunci acest sistem se rescrie in forma:

RZCA | o e R
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Sistemul liniar (12.8) se scrie explicit astfel:
Vf(l’k) + Vgﬁ(xk, Mk)dk -+ (Vh($k))Tuk+1 = 0, h(xk) + Vh(l’k)dk =0.

Aceste doua relatii sunt de fapt conditiile (KKT) pentru o problema
patratica, adica dy si pyy1 sunt solutiile optime (punctele stationare)
obtinute din rezolvarea unui QP de forma:

1
min Vf(z,)"d+ idTViE(xk, ) d (12.9)

deRm

sl h(xy) + Vh(zg)d = 0.

Aceasta metoda se mai numeste si metoda patratica secventiala, deoarece
pentru problema originala (NLP) se construieste un model patratic
pentru functia obiectiv si constrangerile de egalitate se liniarizeaza in
punctul curent. Mai general, putem inlocui Hessiana Lagrangianului
V2L (zg, pis,) printr-o aproximare By, unde By = B} si adesea By = 0.
Matricea By, poate fi aleasa in diferite moduri. O posibilitate ar fi sa
alegem matricea Bj constanta de-a lungul tuturor iteratiilor. O alta
posibilitate ar fi si alegem By, folosind informatie din VZL(zy, uy), de
exemplu By, este egald cu diagonala lui V2L (zy, pi). In final, matricea
By, se poate actualiza folosind updatari cvasi Newton de rang unu sau
doi pe baza ecuatiei secantei:

Bk+1($k+1 - Ik) = Vm£($k+1, ,uk+1) - Vxﬁ(xk, ,uk+1)-

12.3 Metoda Newton pentru probleme
convexe avand constrangeri de
egalitate

O problema de optimizare convexa avand constrangeri de egalitate are
forma:

(CPe) : IIel]iRI}Z f(x) (12.10)
sl Az =0, (12.11)

in care f : R" — R este functie convexa si A € RP*" are rangul p.
In acest caz, conditiile (KKT) sunt necesare si suficiente, adica x* este
punct de minim daca i numai daca exista p* € RP astfel incat:

(KKT —CPe): Vf(*)+ Ay =0, Az* =b.
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In problema (CPe) putem elimina constrangerile de egalitate pe baza
observatiei:

{zeR": Az=0b}={2zeR": 2=Zv+y, veR" P}

unde coloanele lui Z reprezinta o baza pentru kernel(A) si y este o solutie
particulara a sistemului Ax = b. In acest caz putem rezolva problema de
optimizare convexa fara constrangeri:

min  f(v) (= f(Zv+y)). (12.12)

veER?—P
Daca v* este o solutie a problemei convexe fara constrangeri, atunci z* =

Zv* 4+ y este o solutie a problemei originale.

Exemplul 12.3.1 Consideram problema de alocare optima avand
constrangeri pe resurse:

s i F @),

Putem elimina de exemplu x,, = b — x4 — -+ — x,_1 care corespunde lui
. I, . . . .
y=be, si 4 = {_"64 € R™n=1 Problema fard constrangeri devine:

min  f(xy,...,Tp_1,0— 21 — - —xp_1).
r€Rn—1

Prezentam in cele ce urmeaza o extensie a metodei Newton pentru cazul
neconstrans la cel cu constrangeri de egalitate pentru probleme convexe:
fie xy, fezabil, urmatorul punct al iteratiei Newton se calculeaza folosind
directia Newton dj ce rezulta din aproximarea patratica de ordinul II a
lui f in jurul lui xy, i.e.

1
dp =arg cIlIel%&I% fxy) +Vf(x)'d+ §dTV2f(xk)d (12.13)
s.li Az, +d) =0.

Subproblema (12.13) este o problema QP convexa avand constrangeri de
egalitate Ad = 0. Asadar, directia Newton este caracterizata de sistemul

liniar: {V%Zx’f) %T:| {;jil} _ {—V{](xk)} ;
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10

X26

Figura 12.2: Iteratiile metodei Newton cu pasul oy, = 1 pentru problema

converd min (1 — 2)* + (21 — 229)%.
TER?:x1+222=16

unde py.1 este multiplicatorul Lagrange optim asociat problemei
patratice convexe (12.13). Introducem decrementul Newton:

v(xg) = (dIV2f(an)di)”

Putem observa ca:
) =mjn { o) + V@4 3TV (o) Ad=0} = (a2

ceea ce arata ca decrementul Newton poate fi folosit drept criteriu de
oprire. De asemenea,

d
— f(xp +td =V f(z) dp = —v(xy)?,

=+ td)| = V@) d = —v()

adica directia Newton este directie de descrestere daca alegem t suficient
de mic. In concluzie, metoda Newton generala pentru cazul convex (CPe)
este data de iteratia:

(MN€) . Tpt+1 = T + Oékdk,

unde directia Newton dj, este solutia problemei QP (12.13), pasul «y se
alege prin procedura backtracking in raport cu directia dy si criteriul de
oprire folosit este:

v(xg)/2 <,
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pentru o acuratete fixata e. Alegerea pasului «y, prin backtracking consta
in alegerea unui p € (0, 1) si respectiv ¢; € (0, 1) gi atunci oy = p™*,
unde my, este primul intreg ne-negativ ce satisface:

fay 4+ p"dy) < fag) + p™V f(ax) " dy.

In ceea ce priveste convergenta acestei metode, se poate arata usor
ca iteratiile metodei Newton (MNe) pentru o problema convexa cu
constrangeri de egalitate (CPe) coincid cu iteratiile metodei Newton
pentru problema convexa redusa fara constrangeri (12.12). In concluzie,
performanta metodei Newton pentru cazul constrangerilor de egalitate
este similara cu cea a metodei Newton pentru cazul neconstrans. In
particular, daca xj este aproape de solutia optima x*, convergenta este
cel putin patratica.



Capitolul 13

Metode de optimizare pentru
(NLP) generale

In acest capitol vom prezenta metode numerice de optimizare pentru
cazul general al problemelor (NLP) in forma standard:
(NLP) : mIiRn f(x) (13.1)
xeR™

sli g(z) <0, h(z) =0,

in care functiile f : R” - R, g : R" — R™ gi h : R" — R? sunt functii
diferentiabile de doua ori. Metodele dezvoltate in acest capitol au la baza
conditiile de optimalitate de ordinul I: daca z* este minim local pentru
(NLP) si regulat, atunci exista un vector A* € R™ gi un vector p* € R?
astfel incat conditiile (KKT) au loc:

(KKT) :  Vf(a*)+ Vh(@*) pu* +Vg(z*) '\ =0

o) TN =0
g(x*) <0, h(z") =0
uwt e RPN >0.

Exemplul 13.0.2 (Alocarea  optima de  combustibil 1in
generatoare electrice) In doud generatoare de electricitate se
foloseste atat petrol cat si gaz pentru producerea de energie electrica.
Energia care trebuie produsa de cele doua generatoare este de 50
MW. Cantitatea de gaz disponibila este de 10 unitati/ph. Se doreste
selectarea de combustil (petrol si gaz) pentru fiecare generator astfel
tncat sa se minimizeze cantitatea de petrol utilizata. Din datele de
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operare ale fiecarui generator s-a construit o curba de fitting astfel incat
combustibilul necesar in generatorul 1 pentru producerea de x1 MW poate
fi exprimata sub forma:

wi(z) = 1.46 + 0.152; + 0.001427
wy(z) = 1.57 + 0.162; + 0.0013x7,

unde wy st wo sunt cantitatile de petrol, respectiv de gaz in unitate pe
ora. Similar pentru generatorul 2; pentru a produce cantitatea de xo
MW cerintele de combustibil sunt urmatoarele:

vi(z) = 0.8 + 0.225 + 0.000923
V() = 0.72 + 0.2225 + 0.00073,

unde v $t vy sunt cantitatile de petrol, respectiv de gaz in unitafi pe
ora. De asemenea, generatorul 1 poate produce putere in intervalul
[18, 30] MW si generatorul 2 in intervalul [14, 25] MW. De asemenea,
combustibilul poate fi combinat aditiv, adica pentru a produce o cantitate
x1 de energie orice combinatie liniara de rate de combustibil utilizat va
produce aceeasi cantitate de electricitate:

r3wi(z1) + (1 — @3)we (1),

unde z3 € [0, 1]. La fel pentru generatorul 2. Problema de optimizare se
pune astfel: sa se determine ratele de producere a energiei x1 $i To cat
st fractiunea de combustibil mixat x3 si x4 astfel incat sa se minimizeze
consumul total de petrol, i.e.

min zzwy () + 401 ()
r€R4
s.l.: Ty + X9 = 50
(1 — I‘g)ﬂ)Q(l’) + (1 - 1’4)1)2(1') S 10
18<2; <30, 14<a,<25, 0<23<1,0<ay<1.

Acesta este un exemplu de problema neconvexd (NLP) avind constrangeri
de egalitate lintare si constrangeri de inegalitate de tip box si neconveze.

Exemplul 13.0.3 (Compresia multi-nivel a unui gaz) O anumitd
cantitate de gaz cu un flux de ¢ moli pe ora la presiunea de 1 atmosfera
se urmareste a fi comprimat la 64 atmosfere, folosind un compresor cu
trer niveluri. Presupunem ca procesul de compresie are loc reversibil
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st adiabatic; dupa fiecare nivel de compresie gazul este racit pana la
temperatura initiala T'. De cele mai multe ori, se urmareste in mod
crucial procesul de compresie cu un consum de energie minim. De
aceea, o problemd de optimizare (NLP) intervine in alegerea optima a
presiunilor inter-nivel astfel incat comsumul de energie sa fie minim.
Pentru compresia reversibila adiabatica a gazului pe un singur nivel,
consumul de energie este dat de expresia:

(5—1)/x

K P, K
Ener = ¢RT — ¢RT—
ner = ¢R n—l(Pm) oR 7

in care Kk reprezinta raportul capacitatilor de incalzire ale gazului, T
temperatura, R constanta ideala a gazului, iar Pj, $i P,, reprezinta
presiunea gazului la intrarea, respectiv iesirea dintr-un nivel. Pentru
compresia pe trei niveluri, efortul energetic este dat de:

64\
Enertotala - QZSRTL {Z’? —+ <Q> + (_) _ 3} )
R — 1 {L‘l xz

unde x1 este presiunea gazului la iesirea din primul nivel, xo presiunea
la iesirea din cel de-al doilea nivel si o = (k — 1)/k. Daca consideram
cazul particular cand o = i, tar parametrii ¢ si T sunt fixati, presiunile
optimale 1mpuse x1 §i xo inter-nivel sunt solutiile urmatoarei probleme
de optimizare avand constrangeri de inegalitate (NLP):

1 % 64 i
min f(x) =z + <@) + <—)
z€R2 X o)

sl.oxy 21, x9>x1, 642> 29,

unde constrangerile sunt impuse pentru a asigura o presiune a gazului
crescatoare de la intrare la iesire in cele trei nivelur:.

13.1 Metoda multimilor active

Ideea de baza in metoda multimilor active consta in partitionarea
constrangerilor de inegalitate in doua grupuri: cele care sunt tratate
ca constrangeri active si, respectiv, constrangeri inactive. Constrangerile
inactive sunt apoi in esenta ignorate. Conditiile (KKT) anterioare pot
fi exprimate, folosind aceasta partitionare, intr-o forma mai simpla: fie
A(x*) multimea de indecsi ai constrangerilor active in punctul z*, adica
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contine multimea de indecsi ¢ pentru care g;(z*) = 0. Atunci conditiile
(KKT) devin:

(KKT):  Vf(z*) + Vh(z") p" + ) N Vgi(z*) =0
€A
9i(x") <0 i ¢ A(z"), gi(z") =0 i€ A(x"), h(z")=
A >0i€eAx"), AN =0i¢g A(z"), p"eR

Este evident ca daca multimea activa in x* ar fi cunoscuta, problema
originala (NLP) ar putea fi inlocuita cu o problema de optimizare
corespunzatoare avand numai constrangeri de egalitate. Cum multimea
activa nu e cunoscuta a priori, vom alege o multime de indecsi si
vom rezolva problema cu constrangeri de egalitate rezultata cu una din
metodele descrise in capitolul anterior. Apoi vom verifica pentru solutia
obtinuta daca celelalte constrangeri sunt satisfacute si multiplicatorii
Lagrange sunt ne-negativi; in caz afirmativ, aceasta solutie va fi cea
cautata pentru problema originala (NLP).
In concluzie, in metoda multimilor active vom defini la fiecare iteratie
un set de constrangeri active, numit set de lucru, care va fi tratat ca
multimea activa. Setul de lucru se alege dintr-un subset al constrangerilor
care sunt active in punctul curent si deci punctul curent este fezabil
pentru setul de lucru.  Algoritmul va produce un nou punct cu
performante mai bune, ce se gaseste pe aceasta suprafata definita de
setul de lucru. Noul punct va fi gasit prin utilizarea unei metode de
optimizare descrisa in capitolul anterior pentru rezolvarea problemelor
neliniare cu constrangeri de egalitate. Presupunem ca pentru o multime
activa de indecsi A rezolvam probleme de optimizare cu constrangeri de
egalitate corespunzatoare:

min f(x) (13.2)

hz) =0, g(zr)=0VieA

si obtinem solutia x 4. Presupunem, de asemenea, ca punctul x4 verifica
inegalitatile g;(z4) < 0 pentru orice i € A. Atunci, acest punct satisface
conditiile necesare de ordinul I:

Vf(za) + Vhza) n+ Y AVgi(za) = 0.
icA
Daca A; > 0 pentru orice ¢ € A, atunci punctul z4 este o solutie
locala (punct stationar) pentru problema (NLP) generala. Pe de alta
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parte, daca exista ¢ € A astfel incat \; < 0, atunci valoarea functiei
obiectiv poate fi micgorata prin relaxarea constrangerii i (aceasta rezulta
din interpretarea senzitivitatii multiplicatorilor Lagrange). Astfel, prin
eliminarea din setul de lucru a constrangerii ¢ se poate obtine o solutie
imbunatatita. Adesea se intampla ca in timp ce ne miscam pe suprafata
de lucru o noua constrangere de inegalitate devine activa. In acest caz
este preferabil sa adaugam aceasta constrangere la setul de lucru si sa
continuam cautarea pe aceasta suprafata cu o dimensiune mai mica decat
cea anterioara. O strategie pentru metodele de multimi active se bazeaza
pe aceste doua principii. incepem cu un set de lucru si minimizam peste
suprafata de lucru corespunzatoare. Daca noile constrangeri devin active
in timpul minimizarii problemei cu constrangeri de egalitate, atunci ele
pot fi adaugate la suprafata de lucru, dar nici o constrangere nu este
scoasi din setul de lucru. In final, se obtine un punct care minimizeaza
functia f peste aceasta suprafata. Apoi, multiplicatorii Lagrange sunt
determinati si se verifica semnul lor. Daca toti sunt ne-negativi,
atunci solutia obtinuta este optima pentru problema originala (NLP).
Altfel, una sau mai multe constrangeri corespunzatoare multiplicatorilor
negativi se elimina din setul de lucru. Procedura se repeta cu acest nou
set de lucru. O astfel de metoda converge, dupa cum este demonstrat
mai jos:

Teorema 13.1.1 Daca pentru orice muliime activa A, problema cu
constrangeri de egalitate (13.2) are o singurd solutie nedegenerata (adica
pentru orice i € A avem \; # 0), atunci sirul generat de metoda
mulfimilor active converge la un punct stationar (punct ce satisface
conditiile (KKT)) pentru problema generala (NLP).

Demonstratie: Dupa ce o solutie corespunzatoare unui set de lucru
este gasita, o descrestere stricta in functia obiectiv este realizata si deci
nu este posibila reintoarcerea la aceasta multime activa. Cum exista un
numar finit de multimi active, procesul se termina dupa un numar finit
de iteratii. 0
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13.1.1 Metoda multimilor active pentru (QP)

Consideram problema (QP) avand constrangeri de inegalitate (extensia
la cazul general cand avem si constrangeri de egalitate este evidenta):

o1
min -z’ Qz — ¢’
zeR™ 2

sl Cx <d.

Presupunem un (QP) convex (i.e. matricea Q = 0). Cazul in care @
este matrice indefinita ridica multe probleme in algoritmii numerici de
optimizare si nu va fi tratat in aceasta carte. Conditiile (KKT) sunt, in
acest caz, necesare si suficiente pentru optimalitatea globala:

Qr*—q+CTX\* = 0
(Ca* —d)"\* = 0
Ca* <d, X\ > 0.

Definim o multime de indecsi A corespunzatoare unor constrangeri active
gi apoi introducem si complementara acestei multimi Z = {1,... , m}\A
(corespunzatoare constrangerilor inactive). Partitionam matricele si
vectorii corespunzatori astfel:

si deci putem partitiona constrangerile de inegalitate dupa cum urmeaza:
OAZE:CZA, Crx < dz.

Lema 13.1.1 Punctul z* este minim global pentru problema (QP)
convexd daca si numai daca exista o mulfime de indecsi A* si T* si
un vector X%. astfel incat:

CZ*JI* — dI* < 0, CA*l’* — dA* = 0
N

Vv
o

In plus, \* = [(N)T (05)T)T, unde Ny = 0.

Principalii pasi in metoda multimilor active pentru problemele (QP) sunt:



13.2. Metoda patratica secventiald 217

1. alegem wun punct initial fezabil x7 cu multimea activa
corespunzatoare Ay, pentru £ > 0 repetam urmatorii pasi:

2. rezolvam sistemul liniar in (Zy, \x):

ka—l-cﬁk)\k = q
da

C A, Tk, .
3. definim 41 = xp + ax(Tr — x1), unde pasul ai € [0, 1] astfel
incat xyy; sa fie fezabil pentru problema originala. Daca ¢, < 1
adaugam la multimea de indecsi Ay un index nou ; corespunzator
unei constrangeri pentru care T nu este fezabil, i.e. A1 = A U
{ix}. Daca t; = 1, atunci 7y este fezabil gi verificam daca A\, > 0.
Daca aceasta inegalitate are loc, atunci ne oprim. Altfel, eliminam
indexul 7, din Ay corespunzator inegalitatii (Ag);, < 0, iar Ay =

A\ {ir}

13.2 Metoda patratica secventiala

In aceastd sectiune prezentam o importanta clasa de metode pentru
optimizarea constransa, numita metoda patratica secventiala (Sequential
Quadratic Programming (SQP)). Consideram problema (NLP) generala
si liniarizam aceasta problema atat in constrangerile de egalitate cat si
in cele de inegalitate in punctul curent si construim un model patratic
pentru functia obiectiv pentru a obtine o problema (QP):

1
min Vf(z,)'d+ idTViE(xk, Ak, pig)d (13.3)

dER™
sli g(zg) + Vg(zg)d <0
h(zy) + Vh(zg)d = 0.

Se observa ca aceasta metoda este generalizarea metodei
Lagrange-Newton descrisa in capitolul anterior in (12.9) pentru probleme
cu constrangeri de egalitate la cazul in care avem si constrangeri de
tip inegalitati. De asemenea, putem folosi algoritmul de multimi active
descris anterior pentru rezolvarea acestei probleme patratice (13.3).
Local, intr-o vecinatate a unei solutii (z*, \*, u*) putem defini iteratia
metodei patratice secventiale in forma:

(Thg1 = @k + diy, N1, Hkt1)s
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in care dp si (Agy1, Mrs1)) sunt solutia i respectiv multiplicatorii
Lagrange pentru inegalitati si egalitati ai problemei patratice anterioare
(13.3). In aceastii abordare, multimea de constrangeri active Ay la
solutia problemei (13.3) o putem presupune a fi cea corespunzatoare
problemei generale (NLP) atunci cand z;, este suficient de apropiat de
x*. Urmatoarea teorema furnizeaza conditiile in care aceasta proprietate
are loc.

Teorema 13.2.1 Presupunem ca x* este un punct de minim local al
problemei (NLP) la care conditiile (KKT) sunt satisfacute (si deci x*
este punct requlat). De asemenea, presupunem cd condifiile suficiente
de ordinul II au loc si nu exista solutie degeneratd (adica A} > 0 pentru
orice j € A(x*)). Atunci daca (xy, \g, pi) este suficient de aproapre
de (z*,\*, u*), exista o solutie locald a problemei (13.3) pentru care
mulfimea activd de indici satisface Ay = A(x*), adica solutia problemei
patratice are aceeasi mulfime activa ca gi problema (NLP).

Demonstratie: Pentru aceasta demonstratie folosim teorema
functiilor implicite (vezi Apendice).  Definim A* = A(z*) si
complementara acestei multimi Z*. Consideram functia F' in variabila
(z,d, A g+, ;) data de urmatoarea expresie:

VF(@) + VL@, e 1)d + Vh(z) 4 Ve (0) g =

h(xz) + Vh(x)d
ga-() + Vou(o)d = 0.

Ipotezele din teorema functiilor implicite sunt satisfacute si deci aceasta
defineste o functie implicita de forma:

d(x)
x(z) = | plx)
)\A* [E)

Y

cud(z*) =0, pla*)=p" si Ag(x) = A} sitinem cont ca A7 = 0.
Intr-adevar, urmatoarele relatii au loc:

VF(x*) + V2L(x, Nip, )0 + VA(z*) 1 + Vga (%) N = 0

h(z*) + Vh(x*)0 =0
ga-(x) + Vg (2*)0 = 0.
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deoarece V, L(z* p*;\*) = 0, h(z*) = 0,g4(z*) = 0,g97+(z*) < 0 si
A7. = 0. Observam ca A%. > 0 datorita complementaritatii stricte.
Pentru x ~ z*, datorita continuitatii lui d(z) si Aa-(z), avem in
continuare gr«(z) < 0 si Ag«(x) > 0. Mai mult:

g7+ (x) + Vg« ()d(x) < 0.

Astfel, o solutie a problemei patratice (13.3) are aceeagi multime activa
ca gi problema (NLP) si satisface complementaritatea stricta. O

In concluzie, metoda patratica secventiala va identifica corect
multimea activa la optim A(z*) si deci va avea un comportament
asemanator metodei Lagrange-Newton pentru problemele de optimizare
cu constrangeri de egalitate, adica va converge local foarte rapid. Este de
asemenea remarcabil ca departe de solutie metoda patratica secventiala
este capabila sa iImbunatateasca estimarea multimii active si dirijeaza
iteratiile catre solutie. Departe de solutie, iteratia metodei patratice
secventiale are nevoie de un pas «y variabil. Alegerea pasului se face pe
baza urmatoarei functii merit:

M(z,7) = f(x) + 7l[h(2)]1 +TZ (max{0, gi(x)}]

Mai exact, fie d si (Ags1, firr1)) solutia si respectiv multiplicatorii
Lagrange pentru inegalitati si egalitati ai problemei patratice (13.3).
Definim de asemenea d}, = fix41— g §i dﬁ = 5\k+1 — Ag. Atunci algoritmul
general are urmatoarea iteratie:

(SQP): i1 = xp + apdy, pisr = pi + ardly, Apsr = A\ + aidy,

unde pasul oy, se alege prin metoda de backtracking pentru functia merit
de mai sus, adica o = p™* pentruun p € (0, 1) si ¢; € (0, 1), unde my,
este primul intreg ne-negativ care satisface:

M(mk + pmdk, Tk) S M(mk, Tk) + clpm./\/l'(xk, Tl dk)

Reamintim ca M/’ (xy, Tx; d) reprezinta derivata directionala a lui M in
punctul (z, 7) de-a lungul directiei di. Mai mult, 7, este un parametru
care se ajusteaza la fiecare iteratie, de exemplu putem alege:

"7 (= B) (e[ + 2, [max{0, gi(xx) H)
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unde 5 € (0, 1). Functia fmincon din Matlab utilizeaza aceasta metoda
pentru gasirea unui punct de minim local al problemei generale (NLP).
Ca gi in capitolul anterior, putem aproxima Hessiana Lagrangianului
Vgﬁ(xk,)\k,,uk) cu o matrice By, unde B, se poate actualiza folosind
updatari cvasi-Newton de rang unu sau doi derivate din ecuatia secantei:

Biy1(Tpyr — 2r) = Vo L(Tpyrs frrrs A1) — Vo L£( Tk, fr1, Aes1)-
Exemplul 13.2.1 Consideram urmatoarea problema:

: T X
min f(z) =6=—" + =2
TER? o X

sl: h(x)=xa0o—2=0, glz)=1—121 —x9 <O0.

Rezolvam aceasta problema cu metoda patratica secventiala pornind din
punctul initial xo = [2 1], \g = 0 si ip = 0. Derivatele necesare pentru
constructia subproblemei QP sunt:

6 2w 6w 1), | W —m— &
Vf(x)—{x:—x—;{, —x—%*—x—%] : Vf(ﬁ)—[_%_% figl
Vh(z) = [z2 2], Vg(z) =[-1 —1]".

In punctul 2°, f(2°) = 12.25, h(z°) = 0 i g(z°) = —2 < 0. De aici
rezulta prima subproblema QP:

z€eR?

sl:[1 2d=0, [-1 —1d—2<0.

. 1 3 _2
min ¢(d; zo) (: (2 —4ld+ idT {_82_5 241 } d)
1

Eliminand prima constrangere de egalitate, problema se reduce la una
unidimensionala ce se poate rezolva analitic obtinand solutia urmatoare
dy = [0.92079 O.46O4}T. Man departe, prima iteratie a metodei patratice
secventiale cu pas unitar este:

71 = 1+ do = [1.07921 1.4604]" .
Din moment ce constrangerea de inegalitate este satisfacuta strict in

aceasta solutie (adica [—1 — 1]dy — 2 < 0), consideram Ay = 0.
Multiplicatorul corespunzator constrangerii de egalitate poate fi calculat
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prin rezolvarea conditiilor de optimalitate necesare ale subproblemei. Mai
exact Vq(d; xo) + uVh(xg) = 0, sau explicit

{ﬁ} F —2_5} :
4 + 8 4 do+/lz|::|:0,
o1 e 2 2

de unde avem py; = —2.52723. In concluzie, prima iteratie si valorile
aferente sunt date de:

21 = [1.07921 1.4604]7, f(z1) = 5.68779, h(z1) = —0.42393, g(z,) < 0.

Observam ca functia a progresat substantial insa constrangerea de
egalitate nu este satisfacuta. A doua subproblema necesita urmdatoarele
derivate:

Vf(r)) =[1.78475 —2.17750]" Vh(z;) = [1.4604 1.07921]"

) [ 6.45944  —4.40442 ) o1
V@) =1 g goaa2 415790 |0 Y MED = g |

iar Hessiana termenului patratic va fi (reamintim ca Ay = 0):

V2L = V2f 4 uV2h = { 6.45924 —6.93165] |

—6.93165 4.15790

In concluzie, a doua subproblema este data de:

. 1, [6.45924 —6.93165
min q(d; z1) <_ [1.78475 —2.17750] d + od {_6'93165 1.15790 } d)

s.l.: 1.4604d, + 1.07921d, = 0.42393, [-1 — 1]d —1.539604 < 0,

cu solutia d; = [0.00614 0.38450]7 si apoi calculim xy = z; + di =
[1.08535 1.8449]". Din nou, avind constrangerea de inegalitate strict
satisfacuta [—1  — 1]dy — 1.539604 < 0, atunci Ay = 0. Mai mult, ps se
obtine din conditiile de optimalitate ale subproblemer rezultand in po =
0.5757. In final avem f(x3) = 5.09594, g(x2) < 0 i h(xs) = 2.36 x 1073,
Repetand aceiasi pasi pentru urmatoarele doua iteratii obtinem.:

A3 =0, p3=044046, x3=1[0.99266 2.00463]"
f(z3) = 4.99056, g(x3) <0, h(zs)=—1.008x 1072

M =0, pg=049997 1z, =1[0.99990 2.00017]"
f(zg) =5.00002, g(z4) <0, h(zy)=—323x10"".
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13.3 Metode de penalitate si bariera

Metodele de penalitate i bariera sunt proceduri de aproximare a
unei probleme de optimizare constransa cu o probleme neconstransa.
Aproximarea se realizeaza in cazul metodelor de penalitate prin
adaugarea unui termen la functia obiectiv care atribuie un cost mare
violarii constrangerilor, in timp ce in metodele de tip bariera se adauga
un termen la functia obiectiv care favorizeaza punctele din interiorul
multimii fezabile fata de cele de pe frontiera acestei multimi. Problema
neconstransa se rezolva apoi cu metode standard (de tip gradient sau
Newton) din optimizarea neconstransa prezentate in Partea a Il-a a
lucrarii.

13.3.1 Metode de penalitate
Consideram problema de optimizare:

min f(z), (13.4)

zeX

unde f este functie diferentiabils si X C R™ este multimea fezabild. In
general, multimea X este descrisa de un set de egalitati si inegalitati.
Definim o functie P : R®™ — R, numita penalitate cu urmatoarele
proprietati:

(i) P este continua si ne-negativa, adica P(x) > 0 pentru orice x € R™;
(ii) P(z) = 0 daca si numai daca z € X.

In aceste conditii inlocuim problema de optimizare constransa (13.4) cu
una fara constrangeri de forma:

min F(x,7) (= f(z) + 7P(x)),

rzeR?
in care 7 > 0 este un parametru de penalitate.
Exemplul 13.3.1 Presupunem ca multimea fezabila X = {x € R" :

glx) < 0, h(x) = 0}. O functie de penalitate in acest caz este
urmatoarea:

P(x) = |h(@)[l4+ > | max{0, g:(x)}|%, (13.5)
i=1
unde q¢ > 0 gi || - ||, reprezintd norma vectoriala q. Pentru ¢ = 2 functia

din (13.5) se numegte functie de penalitate patraticd.
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Procedura de baza in metodele de penalitate consta in alegerea unui sir 7y
ce tinde la oo astfel incat 7,41 > 7, > 0 pentru orice k. La fiecare iteratie
k, rezolvam problema fara constrangeri folosind metode de ordinul I sau
IT din optimizarea neconstransa:

min F(x, 1), (13.6)

TER™
a carei solutie (punct de minim global) o notam cu zy.

Lema 13.3.1 Flie functia de penalitate P(x). Daca definim girul xy ca
punctul de minim al sirului de probleme (13.6), atunci urmatoarele relatii
au loc:

F(ag,m) < F(Thg1, o), Plow) > Plow)  sio f(aon) < f(zra).

Demonstratie: Deducem ugor urmatoarele inegalitati:

F(zpg1, Tir1)) = f(@rg1) + o1 P(@g1) > f(@rg1) + 7P (2041)
> f(ar) + 1 P(xg) = F(ay, ),

deci prima relatie din lema este demonstrata. De asemenea:

fxr) + 7P (r) < f(2rg) + P (2r11)
f(xran) + o1 P(on) < f(or) + e Pg).

Adunand aceste doua relatii obtinem:
(1 = 7)) P(@r1) < (Torr — 7i) P ()
ceea ce conduce la a doua relatie din lema. In final,
f(@re) + 1P (2r4a) = fan) + 7P (k)
adica ultima inegalitate din lema. 0
Fie 2* un punct de minim local al problemei (13.4). Atunci,
fz*) = f(a")+mP(x*) > f(ap)+mP(xy) = F(wg, 1) > f(z) Yk > 0.

Convergenta globala a metodelor de penalitate este demonstrata in urma-
toarea teorema:

Teorema 13.3.1 Orice punct de acumulare al sirului x generat de o
metoda de penalitate este un punct de minim global al problemei de
optimizare (13.4).
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Demonstratie: Pentru simplitatea expozitiei presupunem ca intreg
sirul x converge la Z. Din continuitatea lui f avem ca f(zy) converge la
f(z). Notam cu f* valoarea optima globala a problemei (13.4). Atunci,
din lema precedenta urmeaza ca sirul F(xy, ) este nedescrescator si
marginit superior si deci acest gir are limita klim F(xp,m) = F* <
—00
f*. Obtinem atunci klim T P(zr) = F* — f(Z). Cum P(xy) > 0 si
—00
Tk, — 00 obtinem klim P(z) = 0. Folosind continuitatea lui P obtinem
—00
P(z) = 0 si deci Z este fezabil pentru problema (13.4). Pe de alta parte,
f(z) = klim f(zg) < f* si deci T este minim global pentru problema de
—00

optimizare constransa (13.4). O

Exemplul 13.3.2 Consideram problema de optimizare cu o singurd
constrangere de eqgalitate:

- A2 A2
. nin (1 —4)° + (z2 — 4)

si folosim functia de penalitate patratica pentru egalitati (i.e. ¢ = 2 in

(13.5))
F(z,7) = (1 — 4%+ (zo — 4)* + 7(21 + 22 — 5)*.
Cautam punctele stationare ale acestei functii, i.e. V F(x,7)=0:

2(xy —4)+27(x1 + 22 —5) =0
2(332 —4) +27’(.T1 + o —5) =0

cu solufita r;1 = x9 = g:fll Observam ca pentru 7 — o0 obtinem

Ty = x9 = 2.5. Pe de altd parte, se observd ca z* = [2.5 2.5|T
este si solutia problemei originale. Punctele stafionare ale problemer
neconstranse tmpreund cu valorile corespunzatore functiilor f,h si F
pentru diferite valori ale lui T sunt date in Tabelul 13.1.

Exemplul 13.3.3 Consideram acum problema de optimizare cu o
singura inegalitate:

: 42 A2
x1+r£121£15§0(a71 4)* + (z9 — 4)

si folosim functia de penalitate patratica pentru inegalitati (i.e. ¢ =2 in

(13.5))

F(z,7) = (21— 4)* + (22 — 4)* + 7 max{0, 2, + 22 — 5}*.
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Tk (xk)lz(l"k)z f(ifk) h(l"k) F(ifk,Tk)

0 4 0 3 0
0.1 3.75 0.125 2.5 0.75
1 3 2 1 3

10 2.5714 4.0818 0.1428  4.2857
100 2.5075 4.4551 0.015 4.4776
00 2.5 4.5 0 4.5

Tabelul 13.1: Punctele stationare si valorile functiilor f,h si F' pentru
diferite valori T.

Cautam punctele stationare ale acestei functii, adica V F(x,7 =0):

2(zy —4) + 2rmax{0,z; + 25 — 5} =0
2(zo —4) + 27 max{0,z1 + 22 — 5} =0

cu solutia x1 = xo ca si in exemplul precedent. In concluzie, (r1 —4)+
Tmax{0,2x; — 5} = 0. Avem trei cazuri: 2x; — 5 este zero, pozitiv
sau megativ. Presupunem ca 2x; > 5 si atunci obtinem 1, = x9 =
g:ﬁ Observam ca pentru 7 — oo obfinem x1 = w9 = 2.5. Cand T
variaza de la 0 la oo, punctele stationare ale problemei neconstranse se
miscd pe segmentul determinat de capetele [4 4]7 (solutia neconstransa) si
(2.5 2.5]T (solutia problemei originale). Observam de asemenea cd pentru
toate valorile lui T < oo punctele stationare ale problemei neconstranse

de penalitate sunt nefezabile pentru problema originala.

13.3.2 Metode de bariera

In continuare consideram problema de optimizare de forma:

min f(z), (13.7)
in care f este functie diferentiabila si multimea fezabila X C R" are
interiorul nevid si este posibil sa ajungem la orice punct de pe frontiera
din interiorul multimii. In general, o astfel de multime X este descrisi
de un set de inegalitati. Definim o functie B : R™ — R, numita bariera,
cu urmatoarele proprietati:

(i) B este continua si ne-negativa, adica B(z) > 0 pentru orice z €
domB;
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(ii) B(z) — oo daca x se apropie de frontiera lui X.

Atunci inlocuim problema de optimizare cu constrangeri (13.7) cu una
fara constrangeri de forma:

min F(z,7) (= f(x)+7B(x)),

zeR™
in care 7 > 0 este un parametru de bariera.

Exemplul 13.3.4 Presupunem ca multimea fezabila este definita de
X ={z € R": g(z) < 0}. Functii de bariera pot fi in acest caz
e.q.:

m 1 m

B(z) = — Z —— sau B(x)=-— Zln(—gi(a:)).

i=1 9i(z) i=1
Cea de-a doua functie se numeste bariera logaritmica si este cea mai des
utilizata in algoritmii de optimizare.

Procedura fundamentald abordatd in metodele de barierd este similari
celei de la metodele de penalitate: fie 7, un sir ce tinde la 0 astfel incat 0 <
Trr1 < T pentru orice k. La fiecare iteratiei k, rezolvam folosind metode
de ordinul I sau II din optimizarea neconstransa urmatoarea problema
fara constrangeri

;rell’g% F(x, 1)

a carei solutie o notam cu zj. Se observa ca metodele de tip bariera
prezinta un comportament similar celui de la metodele de penalitate. In
particular, orice punct de acumulare al sirului z; este solutie a problemei

(13.7).

Exemplul 13.3.5 Consideram problema de optimizare cu o singurd
inegalitate:

- A2 A2
i (1 —4)° + (22 — 4)

st folosim functia barierda logaritmica:
F(z,7) = (11 — 4)* + (12 — 4)* — 7log(5 — z1 — 23).
Cautam punctele stationare ale acestei functii, adica V F(x,7) = 0:
1
2(x1 — 4 )
(1 )+T5—x1—x2

1
2 —4 27— =10
(x2 )+ T5—x1—x2
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cu solufia xy = 5. Obtinem 2z — 13z + 20 — 7/2 = 0 cu singura
radacinag fezabila v1 = 13/4 — 1/44/9 + 41. Observam ca pentru 7 — 0
obtinem 11 = xy = 2.5. Pe de altd parte, se observd ca x* = [2.5 2.5|T
este si solutia problemei originale. Punctele stationare ale problemei

Tabelul 13.2: Punctele stationare si valorile functiilor f,qg si F pentru
diferite valori 7.

T (@)= (w)e floe)  glwx)  —Tlog(—g(zy)) Fl(ag, )

100 -1.80 67.41  8.61 -215.31 -147.89
10 1.5 12.5 2 -6.93 5.56
1 2.34 5.45 0.30 1.19 6.64
0.1 2.483 4.59  0.0034 0.34 4.94

0.01 2.498 4.51 0.0034 0.056 4.566
0 2.5 4.5 0 0 4.5

neconstranse tmpreund cu valorile corespunzatore functiilor f,h si F
pentru diferite valori ale lui T sunt date in Tabelul 13.2.

13.4 Metode de punct interior

Metodele de punct interior reprezinta o alternativa moderna a
metodei multimilor active si a altor metode prezentate anterior
pentru rezolvarea problemei de optimizare constransa (NLP). Metodele
anterioare intampina probleme deoarece conditiile (KKT) sunt ne-netede
(non-smooth), in particular conditia de complementaritate \;g;(x) = 0
impreuna cu cele de fezabilitate g(z) < 0 gi A > 0 sunt dificil de rezolvat
datorita faptului ca nu sunt netede. Ideea centrala in jurul careia s-au
dezvoltat metodele de punct interior este inlocuirea conditiilor ne-netede
cu un set de conditii netede (ce reprezinta o aproximare a celor originale),
si anume: \;g;(x) = 7, unde 7 > 0 dar arbitrar de mic. Conditiile KKT
devin acum o problema neteda de gasire a radacinilor sistemului:

(KKT —1IP): Vf(x)+ Vh(z) u+Vg@)h = 0
Ag(z
h(z

= —Te

= 0

impreuna cu constrangerile de inegalitate:

g(x) <0, A>0.
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Am folosit notatia e = [1...1] € R™ gi A = diag(A,..., \n).
Conditiile (KKT-IP) se numesc conditiile (KKT) perturbate. Este clar
ca pentru 7 = 0 obtinem conditiile (KKT) pentru problema generala
(NLP). Procedura de baza in metodele de punct interior consta in
rezolvarea (aproximativa) a sistemului (KKT) perturbat (folosind de
exemplu metoda Newton), adica sistemul de ecuatii dat in (KKT-IP),
cu solutia corespunzatoare (x(7), A(7), (7)) si apoi se doregte ca in
limita pentru 7 — 0 aceste solutii sa convearga la o solutie (z*, \*, u*)
a problemei (NLP). Traiectoria descrisa de solutia sistemului perturbat
(x(7), A(7), (7)) se numeste calea centrala (central path).
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Figura 13.1: Aprozimarea functiei indicator pentru multimea (—oo, 0]
(stanga) si [—1, 1] (dreapta) cu bariera logaritmica (—7log(—x) si respectiv
—7(log(1 + x) + log(1 — z))) pentru diferite valori ale lui T.

Metodele de punct interior pot fi interpretate si ca metode de tip bariera.
Mai exact, putem reformula problema (NLP) ca o problema avand
constrangeri de egalitate, prin mutarea constrangerilor de inegalitate in
functia obiectiv cu ajutorul functiei indicator:

min flz)+ ZI_(gi(x))
sl h(x) = (i

unde I_ : R — R este functia indicator pentru multimea numerelor
nepozitive R_ = (—oo, 0]:

I (y) = 0, dacay<0 (13.8)
T s, daciy > 0. ‘

Prin aceasta reformulare am eliminat constrangerile de inegalitate, insa
apare problema majora a nediferentiabilitatii noii functii obiectiv. In
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acest scop, functia indicator I_ se aproximeaza cu una diferentiabila
folosindu-se o functie bariera (vezi Fig. 13.1), mai exact consideram
aproximarea:

min f(z) — erog(—gxx)) (13.9)

sl h(z) =0.

unde 7 se numeste parametru de barierd si am utilizat functia B(x) =
— > " log(—gi(x)), numita si bariera logaritmica pentru problema
(NLP). Aceasta aproximare a problemei originale poate fi rezolvata acum
prin metoda Lagrange-Newton pentru probleme avand constrangeri de
egalitate descrisa in capitolul anterior. Pentru a simplifica calculele
viitoare, mentionam ca gradientul si Hessiana barierei logaritimice sunt
date de urmatoarele expresii:

VB() =Y — Vo
VB = 3 Ve Ve - Ve

Conditiile (KKT) pentru aceasta formulare (13.9) sunt:

Vf(x)— Z ﬁv%(w) + Vh(z)' =0

h(z) = 0.

Datoritd domeniului de definitie al functiei log(-), avem automat

indeplinita conditia g(z) < 0 si daca notam cu \; = _FT:C) > 0, observam

¢ aceste conditii conduc la sistemul (KKT-IP). In concluzie, metodele
de punct interior rezolva problema (13.9) (folosind metode de ordinul I
sau II pentru probleme cu constrangeri de egalitate) pentru un sir de
parametri 7,1 < 7} astfel incat 7, — 0.
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13.4.1 Metode de punct interior pentru probleme
convexe

Consideram problema convexa (CP) generala:
(CP): min f(z)

sl g(z) <0, Az =10,

unde functia obiectiv f : R®™ — R gi functia vectoriala ce defineste
constrangerile de inegalitate g : R" — R™ sunt convexe si de doua
ori diferentiabile, iar A € RP*™ cu rangul p < n. Metodele de punct
interior rezolva problema (CP) sau conditiile KKT corespunzatoare prin
aplicarea metodei Newton unei secvente de probleme supuse numai la
constrangeri de egalitate, sau asupra unei secvente de conditii (KKT)
perturbate. In acest scop, consideram aproximarea problemei originale
(CP) cu o problema ce contine doar constrangeri liniare de egalitate:

min f(x) — 7 Z log(—gi(x)) (13.10)
i=1
sl Az =0b.
unde am utilizat functia B(x) = —> ", log(—g;()), numita si bariera

logaritmica pentru problema (CP). Aceasta aproximare a problemei
originale este de asemenea o problema convexa si poate fi rezolvata prin
metoda Newton pentru probleme avand constrangeri de egalitate descrisa
in capitolul anterior. Un concept esential in metodele de punct interior
este acela de cale centrala: punctele z(7) se afla pe calea centrala daca
sunt strict fezabile, si anume satisfac:

Az(r) = b, g(x(1)) <0,
si exista un i € R? astfel incat:
Vf(z(r)) +7VB(x(1)) + AT = 0.

Ca urmare, putem deriva o proprietate importanta a punctelor de pe
calea centrala: orice punct de pe aceasta cale produce un punct dual
fezabil, si astfel o limita inferioara a lui f*. In mod specific, considerand

Ai(T) = “ @) sip(T) =Th,
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se poate demonstra ugor ca perechea A(7) si u(7) este dual fezabila.
Astfel, functia duala g(A(7), u(7)) este finita iar:

qA(T), (7)) = f(z(7)) + Z Xi(7)gi(x(7)) + p(r)" (Az(1) = b)
= f(z(1)) — mr.

In mod particular, diferenta de dualitate dintre functiile f si ¢, asociata
cu punctul z(7) si perechea duald fezabila (A(7), (7)) este simplu
cantitatea m7. Drept urmare, avem:

fa(r)) = f* < mr,

ceea ce confirma ideea intuitiva ca z(7) converge catre punctul de optim
cand 7 — 0, adica avem o aproximare cat mai buna a problemei (CP).
Iteratia metodei de punct interior este definita in urmatorul mod: fie un
punct initial xq strict fezabil, 7y > 0, o < 1 gi acuratetea fixata € > 0

Cat timp m7, > € se repeta urmatorii pasi:

1. calculam solutia x5, = (1) a problemei convexe cu constrangeri
de egalitate (13.10) pornind din punctul initial z; (warm start);

2. descregtem parametrul 7,1 = o7%.

Dupa cum se observa si in practica, pentru aceasta metoda un aspect
esential este selectarea unei actualizari corespunzatoare pentru 7 la
fiecare pas, in particular este esential felul cum alegem o. Un aspect
important al metodei de punct interior este strategia de warm start:
metoda folosita in rezolvarea problemei convexe (13.10) la 7, porneste
din solutia problemei precedente corespunzatoare parametrului 7.
Analiza convergentei metodei de punct interior pentru cazul convex
este evidenta. Presupunand ca problema perturbata (13.10) se rezolva
cu metoda Lagrange-Newton pentru 7 = 79, 079, 0270, . .., 0"y, atunci
dupa k pasi distanta de la functia obiectiv la valoarea optima este
mai mica decat mmyo”®. Pe de altd parte, pentru anumite clase de
probleme convexe (de exemplu, pentru probleme (CP) cu functia obiectiv
auto-concordanta) se poate determina riguros o margine superioara
asupra numarului total de iteratii Newton necesare pentru rezolvarea
problemei, in particular se poate arata ca metoda de punct interior are
complexitate polinomiala [3,12].



232 Capitolul 13.  Metode de optimizare pentru (NLP) generale

Exemplul 13.4.1 Fie problema de optimizare convexa:
min (v, —4)* + (21 — 61y)?
z€R2
sl: ot +x3<25 Ar=5b

unde A = [2 3} st b = 12. Rezolvam aceasta problema prin metoda

Figura 13.2: Liniile de contur si punctele obtinute prin metoda de punct
mterior.

de punct interior. Pornim dintr-un punct initial fezabil, exemplu xy =
[32]T. In Fig. 15.2 putem observa convergenta foarte rapidd a metode:.

13.4.2 Metode de punct interior pentru probleme
neconvexe

In cazul neconvex se prefera urmatoarea reformulare pentru problema
(NLP):

vt (0

sl g(x)+s=0, h(z)=0, s >0.

Intr-o maniera similara cazului convex mutam constrangerile de
inegalitate in cost printr-o functie bariera de tip logaritm:

min f(x) — TZlog(si) (13.11)
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Conditiile (KKT) perturbate (adica conditiile de optimalitate pentru
problema (13.11)) au in acest caz urmatoarea formulare neliniara:

(KKT —IPs): Vf(z)+ Vh(z) u+Vgx)A = 0
As—1e = 0
g(x)+s=0, h(z) = 0,

impreuna cu s > 0 si A > 0. Pentru o anumita valoare 7 dorim sa
rezolvam sistemul neliniar perturbat (KKT-IPs) cu ajutorul metodei
Newton. Aplicand metoda Newton sistemului neliniar (KKT-IPs) in
variabilele (z, s, A\, i) obtinem:

V2L 0 VAT Vg [d* Vf+Vh '+ Vg

0O A O S d? As —Te
Vh 0 0 0 | |a¢| " h » (13.12)
Vg I 0 0 | |d& g+s

unde S = diag(sy, ..., Sm) st L(z, s, A\, 1) = f(z)+(9(x)+5)T XN+ h(x)" .
Sistemul precedent se numeste sistemul liniar primal-dual. Pentru o
rezolvare numerica mai eficienta, sistemul primal-dual se aduce intr-o
forma simetrica. De obicei, in aceasta metoda pentru a defini criteriul
de oprire introducem urmatoarea functie:

E(x,s, A\, ;1)
= max{ ||V f(x) + VA" (z)u + Vg" (@)A[], |As — 7ell, [|n(z)], [lg(x) + s]|}.

Metoda Newton pentru rezolvarea sistemului perturbat (KKT-IPs)
corespunzator unei valori fixate 73, are urmatoarea iteratie:

. — T Jr _ T Js

fks1 = i+ apdy, A = M + ady,

unde directiile (d§,d;, dy, d};) sunt solutia sistemului primal-dual (13.12)
in (@, Sk, Ak, ). De asemenea, pasul o se ia Intr-un interval de forma
(0, at..], iar pasul af se aleg pe baza unei functii merit. De obicei, se

considera urmatoarea functie merit:

M, (w,8,7) = f(a) =7 Y log(ss) +v]|h(x)[l +v Z jmax{0, gi(x)} -

i=1
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Mai exact, pasul aj se alege prin metoda de backtracking pentru functia
merit de mai sus, adicd af = p"™ pentru un p € (0, 1) i ¢ € (0, 1),
unde my, este primul intreg ne-negativ care satisface:

My(xk—l-pmdi, S;ﬁ—pmdi, Tk) S MV(.Tk, Sk, Tk)—FClpmM:,(.Tk, Sk, Tk di, dz)

Reamintim ca M. (zy, sg, 7; d7, d}) reprezinta derivata directionala a lui
M, in punctul (zy, sg, 7) de-a lungul directiei (df, d3).

Metoda de punct interior consta in acest caz in rezolvarea unui gir
de sisteme neliniare perturbate corespunzatoare unui gir de valori 7.
Mai precis, pentru fiecare 7, se rezolva sistemul neliniar (KKT-IPs)
aproximativ folosind iteratia de mai sus (MNs). Criteriul de oprire folosit
pentru rezolvarea aproximativa a sistemului perturbat (KKT-IPs) poate
fi E(xg, Sky Ak ;1) < 7. Apoi se actualizeaza 7,41 = o7 pentru un
o € (0, 1) si iaragi se rezolva sistemul perturbat pana cand criteriul de
oprire

E(g, Sk, Ak 13 0) < €

este satisfacut pentru o acuratete € dorita. O caracteristica importanta a
metodei de punct interior este aceea ca se bazeaza pe warm start: punctul
de pornire in metoda Newton pentru rezolvarea sistemului perturbat
(KKT-IPs) corespunzator lui 7441 coincide cu solutia aproximativa a
sistemului perturbat corespunzator lui 7y.

Pentru cazul neconvex, analiza convergentei metodei de punct interior
este mult mai dificila i rezultatele sunt mai slabe decat pentru cazul
convex. Totusgi, sub anumite conditii se poate arata ca metoda de punct
interior converge la un punct stationar (solutie a sistemului (KKT)) al
problemei (NLP) generale gi local avem convergenta superliniara.

Comentarii finale: Cu metodele de punct interior, incheiem Partea a
[1I-a a acestei lucrari dedicata metodelor numerice de optimizare pentru
probleme cu constrangeri (NLP). Metodele de punct interior sunt cele mai
eficiente pentru rezolvarea problemelor (NLP) convexe sau neconvexe,
filnd implementate in majoritatea pachetelor software de optimizare:
CVX, TPOPT, MOSEK, etc. Analiza complexitatii polinomiale ale
metodelor de punct interior pentru cazul convex poate fi gasita in [3,
12]. Mai multe detalii despre metodele prezentate in aceasta parte a
lucrarii cat si alte metode care nu au fost prezentate aici se pot gasi in
cartile clasice de optimizare neliniara ale lui Bertsekas [2], Luenberger
[9], Nesterov [11] si Nocedal si Wright [13]. Dintre lucrarile dedicate
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implementarii numerice a acestor metode de optimizare o amintim de
exemplu pe cea a lui Gill, Murray si Wright [7]. O descriere detaliata
a pachetelor software existente pe piata este data de More i Wright in
[10].

In wultimul capitol al acestei lucrari prezentam in detaliu cateva
aplicatii moderne din inginerie (control optimal, stabilitatea sistemelor,
clasificare, invatare automata, ierarhizarea paginilor web) gi aratam ca
ele pot fi formulate ca probleme de optimizare pe care le vom rezolva cu
metodele numerice prezentate aici.



Capitolul 14

Studii de caz din inginerie

In acest capitol final prezentam cateva studii de caz ce implica
optimizarea unor sisteme din domeniul ingineriei. In primul studiu de
caz analizam problema de control optimal al unui sistem dinamic supus
constrangerilor, in particular urmarirea unei referinte impuse pentru un
robot si o instalatie cu patru rezervoare. O alta aplicatie importanta din
teoria sistemelor este analiza stabilitatii unui sistem liniar dinamic pe
care o vom formula ca o problemd de optimizare. In final, vom analiza
problema Google (ierarhizarea paginilor web) i problema invatarii
automate (sau clasificarea de obiecte). Fiecare studiu de caz ilustreaza
formulari specifice si strategii de pregatire a modelului matematic de
optimizare pentru sistemul respectiv. Acest capitol demonstreaza astfel
aplicabilitatea metodelor numerice de optimizare prezentate in capitolele
anterioare la exemple reale gi actuale din inginerie.

14.1 Control optimal liniar
Fie un sistem liniar cu dinamica discreta:
21 = Asz + Buuy

unde z; € R™ reprezinta vectorul de stare al sistemului, u;, € R™
vectorul de intrari al sistemului, iar matricele A, € R™=*"= ¢i B, € R™=*"v
descriu dinamica sistemului. Consideram de asemenea constrangeri de
inegalitate liniare pe stare gi intrare de forma:

I, <z <ub,, Cous <d, Vt>0,
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unde C, € R"*" &i d, € R™. Formulam acum problema de control
optimal de urmarire a referintei pe un orizont finit N, in care utilizam
functii de cost pe etapa patratice:

N N—-1
1
ming 31z = 2, + D e — i, (14.1)
' t=1 t=0

sl: 2o =2, 2141 = A2zt + By
I, <z <ub,, Cous <d, Vt=0,...,N—1,

unde presupunem cunoscuta starea initiala a sistemului zy = z si definim
|z—2" g = (z—2"/)"Q(2—2"*/). Mai mult, presupunem ci matricele
Q; si R, sunt pozitiv definite pentru orice ¢t si 2% i respectiv uj*
reprezinta anumite referinte impuse peste orizontul de predictie pentru
starea gi intrarea sistemului. Vom arata mai intai ca aceasta problema de
control optimal pe orizont finit poate fi formulata ca o problema patratica
convexa de optimizare gi apoi aplicam acest tip de control pe aplicatii
practice.

14.1.1 Formularea (QP) rara fara eliminarea
starilor

In acest caz, vom defini varibila de decizie z € RV(M=+m) care s3 cuprinda
variabilele de stare gi intrare peste intreg orizontul de predictie NV, i.e.:
_ [T . T T T T 7T
x = [uo 2] Uy Zy ... Uy zN]
Din problema de control optimal (14.1) vor rezulta constrangeri de
egalitate gi de inegalitate liniare. Intr-adevar, constrangerile de egalitate
vor rezulta din faptul ca variabilele de stare si intrare trebuie sa respecte
dinamica procesului z;,7 = A, 2+ B, u; peste intreg orizontul de predictie,
adica pentrut = 0,..., N —1. Luand in calcul forma variabilei z, putem

concatena aceste constrangeri intr-o constrangere de forma Ax = b, unde
matricea A € RV?=*N(n=4nu) o vectorul b € RV vor fi de forma:

-B, I, 0 0 ... 0 0 0 A,z

0o —-A, -B, I,, ... 0 0 0 0

A= L : | b=

0 0 0 0 ... “A, —-B, I, 0
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Fiecare linie de blocuri din sistemul Ax = b reprezinta satisfacerea
constrangerilor rezultate din dinamici la un pas k, adica prima linie va
asigura z; = A, 2o+ Byug sau rescris —Byug+1,, 21 = A, 2y, a doua linie va
asigura —A,z; — Byui+1,_ 2z = 0, etc. Observam ca matricea A ce descrie
constrangerile de egalitate are o structura bloc tridiagonala. In ceea ce
priveste constrangerile de inegalitate, observam ca avem constrangeri
de tip box pe stare si constrangeri poliedrale pe intrare. Dorim sa
concatenam toate aceste constrangeri peste intreg orizontul de predictie
intr-o singura constrangere de forma Cz < d. Constrangerea de tip box
pentru stare poate fi rescrisa ca:

I, ub,
5= ]

—_—— ——
C. d.

Matricea C' € RN@nztni)xN(n=+nu) o vectorul d vor avea astfel urmatoarea
forma:

c, 0 0 0 0] [d, |

0 C, 0 0 0 d,
C=1|o0 0o . 0 0}, d=]:
o 0 0 C, 0 d,

0 0 0 0 C. d.

Observam ca in acest caz matricea C' este bloc diagonala. In privinta
functiei obiectiv, putem lua un vector care sa concateneze referintele
pentru stare si intrare peste intreg orizontul de predictie:

T
P - (ugef)T (ZIef)T (u;"\?{)T (Z;“\t;f)T e RN (Mz+nu)

Cu x si 27/ definiti anterior putem rescrie intreaga functie cost din (14.1)
sub forma:

1 1
Sl — "y = S — 2 Q- 27l),

in care QQ € RN(=tnu)xNn=4nu) v fi bloc diagonala de forma:

(14.2)

o O O O

R

1

coo Qo

0
0
0
N—
0

coo of
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Mai mult, matricea () este pozitiv definita deoarece am presupus ca toate
matricele Q; si R; sunt pozitiv definite. Pentru a aduce in final problema
la forma (QP), observam:

%(JI o ITef)TQ(l’ o xref)

(xTQ.CE o xTeref . (xref)TQx + (xref)Teref)

N — DN

1
ITQI o xTeref + §(xref)Teref‘

Daca luam ¢ = —Qz"/ si ignoram termenul constant (z")TQz"/ din
moment ce nu depinde de variabila x, atunci problema (14.1) poate fi
rescrisa ca o problema (QP) convexa avand matricele modelului rare
(i.e. aceste matrice au foarte multe intrari nule):

1
min §xTQx +q'x (14.3)

xGRN("z +nqy)

sl: Arxr=0b, Cx <d.

14.1.2 Formularea (QP) densa cu eliminarea
starilor

Pentru a elimina starile din problema (14.1), utilizam dinamica sistemului

21 = A,z + Byug pentru a exprima starile de-a lungul intregului orizont

de predictie N in functie de starea initiala zy si intrarile sistemului

(ug...un_1):

2 = Az + Byug
29 = A,z1 + Byuy = Aizo + A,B,ug + B,uy
23 = A,zg + Byuy = A2y + A2Byug + A.Byuy + Buus

2y = Azzn-o1 + Byun—y
== AiVZQ + Aiv_lBuUO + AiV_QBuul + -+ AzBuuN—Q + BuuN—l'

Daca eliminam starile, atunci singurele variabile de decizie raman
intrarile. Notam astfel:

r=[uy .. uk )" € RN™
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si de asemenea introducem notatia z = [2{ ...24]" € R, Ecuatiile
anterioare pot fi scrise sub forma z = ABx + A, %y, unde matricele AB €
RAm=xNmu o A€ RN™=X"= qunt definite astfel:

B, 0 0 0 ... 0 A,

A,B, B, 0 0 ... 0 A2

AB—=| A%B, A.B, B, 0 o 0 A= A3
_Aiv‘lBu AN=2B, ANZ3B, ANTiB, ... B, | _Aiv_

Daca rescriem constrangerile de tip box pentru stare sub forma C,z; <
d,, similar cazului in care nu eliminam starile, si le concatenam peste
intreg orizontul de predictie astfel incat sa avem C.z < d,, in care C, =
diag(C.,C.,...,C.) si d, = [df d¥ ...d"]", atunci constrangerile de
inegalitate pentru stare se transforma in constrangeri poliedrale pentru
intrare de forma C\x < d,,, in care C, € R*Nn=xNnu o g ¢ R2V"= sunt
date de expresiile:

x?

C.z<d, < C.(ABx+ Ayz) <d, +— C.,ABxr <d,—C.A,z.
~—— —_———
=C, =d

Pentru constrangerile de inegalitate pentru intrare luam C.z < d., in
care definim matricea C,, = diag(C,,, C,, ..., C,) € RN"*Nnu g vectorul
d, =[dr d¥ ... d¥]T" € R¥™. Concatenam acum cele doua constrangeri
pe stare si intrare peste orizontul de predictie intr-una singura de forma

Cz < d 1n care:
C _[d,
C —_— {C”} P d _— {d”} .

x xT

Observam c¢d matricea C € RN@=tni)xNnu  ogte bloe  inferior

triunghiulard deoarece matricea AB este bloc inferior triunghiulara si
matricea C, este bloc diagonala.

Privind functia obiectiv, observam ca functiile de cost corespunzatoare
starilor sistemului pot fi rescrise sub forma:

N

1 re 1 = —re 1 | ] —re

5Dl =W, = 512 = 71 = SIIABr + Apzo — 7
t=1

_ %xTABTQABx + (:TATQAB — (z")TQAB) «,
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in care am folosit notatiile Q = diag(Q,,...,Qy) € RVn=xNn= g zref —
(27T (28T € RV™ gi am neglijat termenii constanti. Se observa
ca () este matrice pozitiv definita deoarece am presupus ci matricele Q)
sunt pozitiv definite peste orizontul de predictie. Pe de alta parte functiile
de cost corespunzatoare intrarilor sistemului pot fi rescrise astfel:

lue — i, = llz — 77 |%
1 T —ref\T 1 —ref\T p=ref
= 5% Rx — (z") Rx+§(x )" Rz

unde am notat cu R = diagSRo,...,RN_l) € RNmxNnu o definim
vectorul 27 = [(uf)7 .. (i )T]" € RN™. Matricea R este pozitiv
definita deoarece am presupus ca matricele R; sunt pozitiv definite peste
orizontul de predictie. Ignorand termenii constanti, functia obiectiv
devine patratica convexa:

1
§£ETQ£E +q'x
unde matricea @ € RV?«*Nmu in acest caz este data de expresia:
Q=R+ AB"'QAB.

Se observa imediat ca matricea () este pozitiv definita, deoarece
matricele @@ si R sunt pozitiv definite, insi are o structurd densi
datorita termenului AfBTQAfB , unde reamintim c& AB este bloc inferior
triunghiulara. Mai mult, vectorul ¢ are urmatoarea expresie:

q=AB"QA,z — AB" Q7 — Rz"/.

In final, obtinem urmatoarea problema patratica convexa avand numai
constrangeri de inegalitate:

1 g T
méﬁg}m 5% Qr+qx (14.4)
sl Cx <d.

Aceasta problema de optimizare (14.4) are matricele @) si C' dense, in
particular, matricea C' este inferior bloc triunghiulara, iar matricea () este
complet densa. Pe de alta parte, matricele ce descriu problema (QP) din
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(14.3) ce se obtine cand nu se elimina starile au o structura foarte rara, in
particular matricea Hessiana corespunzatoare functiei obiectiv este bloc
diagonala. Totusi, dimensiunea problemei (QP) din (14.3) este N(n, +
n,) mult mai mare decat dimensiunea Nn, a problemei (QP) din (14.4).
Desi ambele formulari sunt folosite in aplicatii, in anumite situatii (e.g.
pentru orizont de predictie N mare sau sistem dinamic de dimensiune
(n.,n,) mare) se prefera formularea rara (14.3) datorita avantajelor pe
care acest model de optimizare il ofera in calculele numerice.

14.1.3 Control optimal pentru urmarirea
traiectoriei cu un robot E-Puck

O aplicatie des intalnita, simpla si favorabila pentru testarea algoritmilor
de optimizare gi control este robotul E-Puck (vezi Fig. 14.1). Acest
sistem robotic reprezinta un ansamblu electronic mobil ce suporta
implementarea numerica §i experimentarea cu algoritmi de optimizare
de complexitate relativ ridicata. Mai exact, structura mecanica a
robotulului E-Puck este sustinuta de doua motoare pas-cu-pas atasate
ambelor roti, iar cea electronica este definita de urmatoarele componente:
microcontroler dsPIC30 (16-bit), dispozitiv de comunicatie Bluetooth
(folosit in simularea sistemelor de tip retea), senzori infrarogu, camera
video CMOS (rezolutie 640 x 480), senzor ultrasunete, accelerometru
3D, etc.

Un exemplu de test simplu si eficient al unei metode de optimizare
cunoscute este problema Rendez-Vous: pentru o repartizare initiala a
unui colectiv de roboti pe o suprafata plana, sa se determine traiectoria
optima a fiecarui robot pana la un punct comun de intalnire. Aceasta
problema se formuleaza usor in termeni de optimizare, si poate fi definita
ca un suport de test pentru diferiti algoritmi numerici de optimizare.
Chiar gi pentru cele mai simple probleme ce implica sisteme multi-robot,
modelul matematic al unui sistem robotic este crucial in proiectarea de
algoritmi numerici.

In acest subcapitol considersm un model simplificat al robotului E-Puck,
si anume cel restrictionat doar la deplasarea inainte (fara a considera
posibilitatea de deplasare inapoi). Modelul dinamic simplificat este
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Figura 14.1: Robot e-Puck.

liniar, continuu si este definit de urmatoarele ecuatii:

LM U
V=t
_ e rus
9l 21’

unde y reprezinta distanta parcursa in directia inainte, # unghiul de viraj,
r raza rotilor, [ distanta de la roata la centrul de greutate al robotului,
iar uy §i ug reprezinta viteza unghiulara a primei roti si respectiv, a celei
de-a doua roti. Pentru a respecta consistenta notatiilor, notam starea

. . .. U1l . .
sistemului cu z = |::z:| S1 Intrarea cu u = |:u :| Mai departe, rescrierea
2

modelului precedent va avea urmatoarea forma:

2= A.z+ Buu,
_ _ roor
incare A, =0€ R?>? g B, = |2 2 |. Pentru a putea si efectuam
2l 21

experimente numerice, avem nevoie de discretizarea sistemului liniar
continuu anterior. Una dintre metodele cele mai vechi si mai simple
este metoda Fuler de discretizare, ce presupune aproximarea derivatei
unei functii diferentiabile f(¢) cu urmatoarea expresie:

df ) £+ D) = f()

~

(0 A7 :

in care intervalul At se determina in functie de viteza de evolutie a
procesului. Obtinem aproximarea discreta a modelului pentru robot data
de urmatoarea relatie de recurenta:

Zt41 = (]2 — Atzzlz) 2y + AtBuut,
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in care I, este matricea identitate de ordin 2. Alegand At = 0.5 s,
obtinem sistemul dinamic si matricele sistemului de forma:
Az; Bu -

2101 = ALze + Byuy, unde A, =15 — B,.

N | —

1
2
Un exemplu simplu de problema de control optimal poate fi definit
de urmarirea unei traiectorii sinusoidale pe o suprafata plana de catre
robotul E-Puck. In acest caz, definim traiectoria discreti et =
(yref, 00T ce se doreste a fi urmarita. Caracteristica discreta a referintei
impune esantionarea functiei sinus continue cu o anumita perioada 7' (in
simulari am considerat "= 0.1). Acuratetea cu care robotul urmareste o
curba sinusoidala variaza in functie de perioada de esantionare a functiei
sinus, orizontul de predictie considerat si de constrangerile aplicate
problemei de control optimal.

In cel mai simplu caz, consideram ca robotul pleaca din origine gi dorim
urmarirea unui sir de puncte (x;,sinz;), unde x;.; — x; = T. In acest
caz, nu putem considera ca referinta este definita de sirul propriu-zis de
puncte, deoarece marimile x; si sin x; difera de marimile starii sistemului
date de distanta parcursa yr° i unghiul de orientare 0'°'. Pentru a realiza
conversia marimilor facem urmatoarele observatii:

e observam ca orice punct de pe graficul functiei sinz se afla la un
unghi # = arctan cos x fata de orizontala;

e distanta dintre doua puncte din girul definit anterior este data de
Y=/ (Tis1 — 2)% + (sinzp g — sina;)2.

In concluzie, putem realiza conversia sirului (x;,sinz;) si obtinem
referinta:

Z:ef _ (yief’ 8;ef) — <\/(l’t+1 _ xt)2 + (Sil’l Tyl — sin xt)27 arctan cos th)

si u) = 0. Alegand orizontul de predictic N = 2, problema de control
optimal ce rezulta din urmarirea traiectoriei sinusoidale se poate enunta

astfel:

: 1 re. re. re. re
min 7 [(21 = 21N Q1 (21— 21%) + (20— 25T Qo (20— 25%) +uf Rouo+ui Ryuy]
s.L.: 20 =2, z1=A.20+ Byug, 22 =A.z1+ Byuy,

Umin S U S Umax, Umin S Uy S Umax;
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in care consideram @)1 = (9 = I, si Ry = Ry = 0.11;. Mai mult,
consideram r = 2 cm, [ = 1 cm, Upax = [1 17 §i Upin = [-1  — 1]T.
Aplicam metoda de punct interior pentru rezolvarea acestei probleme
(QP). Folosim de asemenea procedura de control bazata pe orizontul
alunecator (i.e. la fiecare pas se masoara/estimeaza starea sistemului si
se rezolva problema de control optimal cu orizont finit de mai inainte;
se obtine o secventa de N intrari optimale, dar se aplica doar primele
N. < N intrari din aceasta secventa, dupa care procedura se repeta).
Metoda de control bazata pe principiul orizontului alunecator se numeste
control predictiv (MPC - Model Predictive Control). Rescriem compact
problema de control optimal pentru starea initiala zy = z sub forma:

L7 T
min oz Qr+qw (14.5)

sl: Az =10, Cz <d,

unde matricele gi vectorii corespunzatori problemei sunt date de:

Uo RO 0 0 0
K4 o 0 Ql 0 0 . —Bu ]2 0 0
=1l =10 0 r ol AT 0o -a -B, L|’
| 2 0 0 0 Q
0 L 0 0 0 Umax
QA [A] |-k 0 0 0 |t
1= 0 =0 = 0 0 L o T
[—Qa75° 0 0 =1 0 ~ Ui

Reamintim ca primul pas din metoda de punct interior pentru o problema
convexa presupune transformarea echivalenta a problemei (14.5) intr-una
fara inegalitati:

8
1
mxin ixTQx +q'r—1 ZZ:; log(d; — C;x) (14.6)

s.l.. Ax = b,

unde Cj reprezinta linia ¢ a matricei C. Apoi, aplicam algoritmul
propriu-zis:

1. se dau un punct initial = strict fezabil, 7 > 0, ¢ < 1, toleranta
e > 0 si parametrul m numarul de inegalitati;
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2. cat timp m7 > € repeta:

(i) calculeaza z(7) ca solutie a problemei (14.6) pornind din z;

(ii) actualizeaza v = x(7) si 7 = oT.

— Pozitia z
- - -Referinta

Traiectorie

100

0.6 —viteza unghiulara 1
—viteza unghiulara 2

0 iO 4‘0 . éO Sb 160
Figura 14.2: Traiectoria robotului folosind controlul optimal cu orizont
alunecator (MPC): evolutia starilor sistemului gi intrarilor optimale.

Rezultatele obtinute pe baza strategiei de control predicitiv, unde la
fiecare pas problema de control optimal se rezolva cu metoda de punct
interior pentru probleme convexe, sunt prezentate in Fig. 14.2. Se
observa o urmarire buna a traiectoriei impuse robotului. In cea de-a
doua figura reprezentam traiectoria optima a intrarilor peste orizontul
de simulare.

14.1.4 Control optimal pentru pendulul invers

Consideram problema de control optimal al aducerii pendulului invers in
pozitie verticala si mentinerea lui in aceasta stare. Pendulul invers este
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compus dintr-un carucior de masa M care aluneca unidimensional de-a
lungul axei Ox pe o suprafata orizontala, si un pendul format dintr-o
bila de masa m aflata la capatul unei tije de lungime [, considerata
imponderabila (vezi Fig. 14.3). Vectorul de stare al sistemului este
2z € R* unde z; = 6 este unghiul facut de tiji cu verticala, zo = 6
este viteza unghiulara, z3 reprezinta pozitia pendulului (caruciorului) pe
axa O, iar z4 este viteza sa.

L

D) )
Figura 14.3: Pendulul invers.

Dinamica liniara discreta a sistemului este exprimata prin z;,1 = A,z +
Byu;, unde u; € R este intrarea sistemului, reprezentand o corectie de
deplasare orizontala aplicata caruciorului. Matricele dinamicilor in acest
caz sunt:

1.0259 0504 0 O —0.0013
A - 1.0389  1.0259 0 O i B, = —0.0504
? —0.0006 0 1 0.05 “ 0.0006
—0.0247 —0.0006 0 1 0.025

La pendulul invers, obiectivul de control este sa mentinem tija suficient
de aproape de verticala, anume sa mentinem starea z; = 6 intr-un interval
admisibil centrat in 0°, adica 0,,;, < 21 < 0,42, Ce Teprezinta constrangeri
pe stare ale sistemului, unde 6,,,, = —0,, = 10°. Astfel, formulam
problema de control optimal pe un orizont finit N, cu scopul mentinerii

tijei in pozitie verticald (in acest caz 2/ = 0 gi u; = 0 pentru orice
t>0):
N N-1
: T 2
— — 14.
min kz_; 5% Qozt + tZ:O: 2R0ut (14.7)

s.l.: 20 = 2, Rt+1 = Azzt -+ Buut
0min§(2t>1§8mam Vtzo,,N—17
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unde z este starea initiala a pendulului, iar matricele din costurile de
etapa sunt:

10 0 0
0 001 0 O .
Qo = 00 1 0 si Ry = 10.
0O 0 0 0.01
Dupa cum am aratat, aceasta problema (14.7) se formuleaza ca o
problema (QP) convexa.  Consideram formularea (QP) rara fara

eliminarea starilor din (14.3) si rezolvam cu algoritmul de punct interior.
Observam ca nu avem constrangeri pe intrare. Considerand ca z € R,
constrangerea ca prima componenta a vectorului de stare z; se afla in
intervalul corespunzator, anume 0,,;, < (2)1 < Oz, poate fi rescrisa
matriceal sub forma:
1 0 0 0o . )
C.z <d,, unde C, = [_1 00 O] sid, = [_g:jn] )

Pentru intreg orizontul de predictie vom avea Cx < d unde C' si d vor fi
de forma:

0 C, 0 ... 0 d,
o 0 o0 cC, ... 0 d,
0O 0 0 0 ... C, d,

Deoarece referinta este 0, atunci functia obiectiv a problemei (QP) va
fi de forma f(z) = 27 Qux, adicd in acest caz ¢ = 0, unde Q este bloc
diagonala, formata din matricele ce definesc costurile pe etapa pentru
stare si intrare:

Q = diag(ROa QOa BRI ROa QO)
Problema QP finala va fi de forma:
1

min §xTQx
sl: Ar =0, Cx <d.

Problema este rezolvata prin metoda de punct interior pentru probleme
convexe gi traiectoria unghiului (z;); = 6; pentru ¢t = 0,1,..., N, unde
N = 25, este prezentata in Fig. 14.4. Se observa ca la pasul t = 2
constrangerea pe unghi este activa si dupa pasul t = 15 unghiul format
de tiji cu axa verticald devine § = 0. In concluzie, strategia de control
optimal este capabila sa stabilizeze pendulul si in acelasi timp sa satisfaca
constrangerile impuse pendulului.
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unghiul(©)

Figura 14.4: Traiectoria unghiului 0 pentru un orizont de predictie N = 25.

14.2 Control optimal neliniar

Consideram un sistem dinamic discret cu dinamici neliniare:

Zt41 = ¢(Zt> Ut) (14-8)

unde u; € R™ este intrarea si z; € R™ starea sistemului la pasul ¢,
iar ¢ : R™ — R". Pentru simplitate nu presupunem constrangeri pe
stare si intrare, desi astfel de constrangeri pot fi incorporate usor in
problema de control optimal intr-o maniera similara celei prezentate la
cazul sistemelor liniare. Problema de control optimal neliniar peste un
orizont de predictie N se defineste asfel:

N N-1
min 2y, uy Z G (z) + Z 0 (uy) (14.9)

t=1 t=0
sl zo=2, 2z —o(z,u) =0 Vt=0,...,N—1, (14.10)
unde /7 : R™ — R i £} : R™ — R sunt costurile pe etapa ¢ pentru stari

si intrari.

14.2.1 Formularea (NLP) rara si densa

Ca gi in cazul liniar, in formularea rara fara eliminarea starilor definim
variabila de decizie:

_ [T . T T T T 71T N(nz+ny)
x—[uozl Uy 2y ...uN_lzN} € RV
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Problema de control optimal neliniar se poate aduce la o problema de
optimizare neconvexa de forma:

i 14.11
L f(x) ( )
sl h(z) =0,

in care functia obiectiv este f(x) = Y20 03 (z)+ S om ot £%(uy), iar functia
h : RN(=+mu) s RN7= ce descrie constrangerile de egalitate este data de
expresia:

Z21 — ¢(ZO, Uo)
2o — ¢(21, Ul)

h(z) =
ZN — </5(ZN—1, UN—1)

Functia Lagrange pentru multiplicatorii g = [u] ... u]" are forma:

N N-1 N-1
= ng(zt) + ) G(w)+ Z fri1 (1 — B2, w)).
t=1 t=0 t=0

Conditiile KKT ale problemei sunt:
V.L(z,pu) =0, h(z)=0.

Mai detaliat, derivata lui £ in functie de z; sau u; are o structura speciala.
De exemplu, pentrut =1,..., N — 1 obtinem urmatoarele expresii:

0
Ve L(z, ) = VI (z) + pe — a—j(zt’ u) i1 =0
t

0
Vut[z(if, M) = Vﬁ?(ut) - 8—Z(Zt’ ut)T,Ut-i-l =0.

Sistemul Lagrange poate fi rezolvat cu metodele prezentate in capitolele
anterioare, e.g. metoda Lagrange-Newton. In aceasta metoda iteratia
are forma:

P
Thy = Tp+dp, e = g
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in care directia dj, este solutia optima a problemei (QP) din (14.12) cu
multiplicatorul Lagrange optim asociat constrangerilor ,ugp

1
min fz)td+ 5dTBkcz (14.12)
s.].: h(xk) + Vh(l’k)d = 0,

unde By = V2L(wg,px). Aceastd problemd patratica (14.12) are o
structura rara unde matricea By este bloc diagonala, iar matricea ce
definegte egalitatile (Jacobianul Vh(zy)) este tridiagonala (i.e. structura
acestei probleme (QP) din (14.12) este similara cu problema (QP) rara
(14.3) corespunzatoare cazului liniar).

Alta abordare ar fi sa eliminam starile intr-o maniera similara cazului
liniar. In acest caz, obtinem o problema de optimizare fara constrangeri.
Ideea de baza consta in a pastra doar zy si a defini variabila de decizie
v = [ul,. .. uk_]T € RN™.  Starile z,..., 2y sunt eliminate in mod
recursiv prin relatiile:

Yo(z0,) = =z
Vey1(z0,7) = o(¥i(20,7), ).

Astfel, problema de control optimal este echivalenta cu o problema fara
constrangeri si cu mai putine variabile:

N N-1
win S0, ) + 3 ().
x € RNmu ; ' tz:; t

Aceasta problema este numita problema de control optimal redusa. Poate
fi rezolvata eficient prin metode de tip gradient sau Newton pentru cazul
neconstrans prezentate in Partea a II-a a lucrarii.

14.2.2 Control optimal aplicat unei instalatii cu
patru rezervoare

In acest subcapitol, consideram o instalatie cu patru rezervoare
interconectate prezentata in Fig. 14.5, dispusa cu doua pompe de
impingere a apei. Modelul matematic corespunzator instalatiei este
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neliniar, dat de urmatoarele ecuatii diferentiale:
dh,

- = _% 2ghy + % 2ghy + SQm
% _ _a_; 2ghs + % 2ghs + SCIb,
% = _% 2ghs + %%,
% = —a—; 2ghs + %%7

in care functiile hq, ho, hs, hy reprezinta dinamicile nivelurilor lichidului in
rezervoare, cu rolul de stari ale sistemului, iar q,, g, reprezinta debitele de
intrare, cu rolul de comenzi (intrari). Pentru similaritate cu subcapitolul
anterior, vom renota nivelul h; cu z; pentru ¢« = 1,...,4, iar debitele

(Qas qv) cu (uq, uz).

o

4

a 73 7Y G

Figura 14.5: Structura instalatiei cu patru rezervoare.

Pentru discretizare, utilizam metoda Euler pentru care putem alege
perioada de esantionare At = 5 s, deoarece procesul este unul lent.
Pentru o prezentare simplificata, scriem compact sistemul neliniar discret
anterior prin intermediul urmatoarelor notatii: z;11 = ¢(z) + B, uy, unde
¢:R* - R cu

5%a
- T+ =0
R EEEN =L e I I
¢(Z) - 23 5a5 2923 u — | 5(1—7a) 0

S
2y — 5a4 m 0 5(1;%)



14.2. Control optimal neliniar 253

Valorile parametrilor din cadrul modelului se pot identifica experimental
prin diferite tehnici. Valorile aproximative identificate in laborator sunt
prezentate in Tabelul 14.1.

Parametrii| S aq as as ay Ya | Vo
Valori 0.02|5.8¢—516.2e—5|2e—5|3.6e—5{0.58|0.54
Unitate | m? | m? m? m? m?

Tabelul 14.1: Parametrii procesului cu patru rezervoare.

Formulam o problema de control optimal pentru modelul neliniar al

instalatiei, considerand un orizont de predictie N si referinte pentru

intrare si stare date 2% si u}/:

N-—1
! 1
min o Y [z — 2, + 5 > lus — w3,
t=0

sle zo=2  z1=¢(z)+ Buu, Vt=0,...,N—1.

Observam ca problema de optimizare neconvexa ce rezulta din problema
de control optimal fara eliminarea starilor are forma:

N T
min oo Qr+quz (14.13)
sl.i h(z) =0,

in care matricea @) si vectorul g este definit in sectiunea 14.1.1, iar functia
h este definita in sectiunea 14.2.1. Rezolvam problema neconvexa cu
constrangeri de egalitate prin metoda Newton-Lagrange. Reamintim
ca metoda Newton-Lagrange se bazeaza pe iteratia Newton pentru
rezolvarea sistemului de ecuatii:

Qv +q+Vh(z)'n=0, h(x)=0. (14.14)

In Fig. 14.6 consideram doua referinte pentru fiecare rezervor. Mai
exact, consideram referinte constanta pentru 500 s si apoi modificam
aceste referinte la alte valori constante pentru inca 1000 s. Se observa ca
sistemul urmareste foarte bine aceste referinte prin strategia de control
optimal folosind principiul de orizont alunecator cu N = 5.
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0 500 timp(sec) 1500

nivel(cm)

0 500 timp(sec) 1500

Figura 14.6: Curba nivelului de apa din cele patru rezervoare.

14.3 Stabilitatea sistemelor dinamice

In aceasta aplicatie facem conexiunea intre teoria sistemelor cu cea a
optimizarii. Consideram, de exemplu, clasa de sisteme liniare discrete
autonome:

Zt+1 = AZt, (1415)

unde matricea A € R™". In particular, analizam clasa sistemelor
liniare pozitive. Pentru a defini matematic aceasta clasa de sisteme
liniare pozitive, introducem mai intai notiunea de matrice ne-negativa: o
matrice A € R™"™ se numeste ne-negativa, daca pentru orice x € R"
ce satisface x > 0 avem Ax > 0. Pe baza acestei definitii putem
introduce notiunea de sistem liniar pozitiv: un sistem liniar discret
se numeste pozitiv dacd matricea de stare A din definitia (14.15) este
matrice ne-negativa.

Sistemele pozitive se regasesc in foarte multe domenii din economie,
biologie, probabilistica, retelistica (modele ce includ protocolul TCP),
controlul traficului, probleme de sincronizare si control in retele wireless,
etc. In toate aceste aplicatii starea sistemului este reprezentata numeric
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de numere ne-negative, adica traiectoria unui astfel de sistem evolueaza
in R%. Analiza stabilitatii sistemelor pozitive liniare se verifica prin
calcularea valorilor proprii extreme corespunzatoare spectrului matricei
de stare. Un astfel de sistem este asimptotic stabil daca raza spectrala
a matricei A este strict mai mica decat 1. De aceea, in continuare ne
propunem sa calculam valorile proprii ale unei matrice ne-negative.

14.3.1 Calcularea valorilor proprii ale unei matrice

Proprietatile unei matrice patratice sunt definite fundamental de spectrul
acesteia (setul de valori proprii). Complexitatea calcularii spectrului
reprezinta subiectul central de studiu in domeniul algebrei liniare.
Majoritatea algoritmilor ce trateaza problema calcularii spectrului unei
matrice patratice sunt metode iterative (e.g. algoritmul QR). Insi,
in anumite cazuri, experimentele numerice indica o eficienta numerica
vizibil mai ridicata a abordarii calcularii spectrului prin intermediul
metodelor de optimizare.

O tehnica des folosita pentru calcularea intregului spectru a unei
matrice simetrice presupune calcularea valorii proprii maxime, reducerea
spectrului prin operatia de deflatie si apoi, reiterarea intregului proces
pana la eliminarea tuturor valorilor proprii. Problema calcularii valorii
proprii maxime a unei matrice simetrice A € R™*" se poate formula prin
urmatoarea problema neconvexa si neconstransa:

T Ax

max T .
zeR™ x#0 T+ T

(14.16)

Observam ca functia obiectiv din cadrul problemei (14.16) este
neconvexa, iar punctele stationare (vectorii ce satisfac conditiile de
ordinul T) sunt date de vectorii proprii ai matricei A. Presupunand
ca matricea A are n vectori proprii distincti, orice metoda de ordin I
sau II prezentata in aceasta lucrare va converge la unul dintre acesti
vectori proprii. Din acest motiv, apar dificultati in a garanta ca metoda
aleasa de noi converge la vectorul propriu maximal al matricei A. insé,
se pot observa proprietati exceptionale ale matricelor ne-negative in
legatura cu vectorul propriu maximal. Din teorema Perron-Frobenius
se poate deduce usor ca vectorul propriu maximal al unei matrice
ne-negative ireductibile este singurul din setul de vectori proprii ce
are componente ne-negative. In concluzie, daci adaugam un set de
constrangeri z > 0 problemei (14.16), putem garanta ca metodele de
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ordinul I sau II prezentate in aceasta lucrare converg la punctul de maxim
global (vectorul propriu maximal). Deoarece subspatiul invariant definit
de vectorii proprii ai unei matrice este liniar, pentru a garanta o solutie
finita a problemei (14.16) consideram vectorul normalizat si rezolvam
urmatoarea problema de optimizare neconvexa i constransa:

xT Ax
max
TER? ,IT,I
sl: elfa = 1, x>0.

(14.17)

Punctul de optim (global) al acestei probleme reprezinta vectorul
propriu corespunzator valorii proprii maxime a matricei A ne-negative
si ireductibile, iar valoarea optima este data de valoarea proprie maxima
a matricei A. Pentru un scalar 7 > 0, aplicam mai intai metoda
de penalitate pentru a muta constrangerile de egalitate in cost si apoi
rezolvam problema corespunzatoare cu metoda gradient proiectat, i.e.:

2T Ax
max
zeR™® xtx
sl:ax>0.

+7(efr —1)° (14.18)

Diferenta dintre problemele (14.17) si (14.18) este penalizarea
constrangerii de egalitate cu parametrul 7. Pentru a aplica forma
standard a metodei gradient proiectat, aducem modelul (14.17) la forma
unei probleme de minimizare observand urmatoarea echivalenta:

2T Ax ) 2T

max = min )
zeRn 220 xlx zeRrz£0 T Az

In concluzie, pentru un 7 > 0 suficient de mare putem considera problema
de optimizare:

in F(zr,7) (= ﬂd-%(T )2 (14.19)
;Iel]g% LE,T = (L“TAI‘ T\E X .
sl: z>0.

Deoarece multimea fezabila a problemei (14.19) este convexa si simpla,
proiectia pe aceasta multime se poate obtine analitic. Mai exact, fie un
vector x € R", proiectia pe multimea vectorilor cu elemente ne-negative
R? ={z € R": z > 0} este data de:

[, gy = [max{0, 21} ... max{0, 4"
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Aplicam metoda de gradient proiectat pentru rezolvarea problemei
neconvexe (14.19) cu pas constant a > 0 pentru anumite valori ale
parametrului de penalitate 7:

Tpy1 = [1p — aV F(xy, T)](In,Ri)'

Rezultatele obtinute sunt prezentate in Fig. 14.7. Se observa o rata
de convergenta relativ rapida (liniara) a valorilor functiei f(xj) catre
valoarea optima f* indiferent de valoarea parametrului de penalitate 7.
Din simulari observam ca nu trebuie sa luam valori foarte mari pentru
parametrul de penalitate 7.

Eroare f(x
=N
—

10+

5 2
Iteratii

Figura 14.7: Convergenta metodei gradient proiectat pentru diferite valori
ale parametrului de penalitate T pe o problemd de dimensiune n = 103.

14.4 Problema  Google (ierarhizarea
paginilor web)

Internetul este dominat progresiv de motoare de cautare, in sprijinul
selectiei si gasirii surselor de informatii cu relevanta maxima. Unul dintre
cele mai vechi si eficiente motoare de cautare este Google, care se afla
in continua dezvoltare pe masura ce progresele in domeniul algoritmilor
avanseaza. Tehnica folosita de Google pentru cautarea si clasificarea
paginilor web se numeste PageRank, iar pasul central din aceasta tehnica
presupune clasificarea (ranking-ul) unui numéar urias de pagini web. In
acest fel, rezulta o lista ordonata de site-uri in sensul descrescator al
relevantei in legatura cu subiectul cautat.



258 Capitolul 14. Studii de caz din inginerie

Datorita conexiunilor permanente dintre paginile web 1n reteaua
internet-ului, putem sa reprezentam structura legaturilor dintre pagini
prin intermediul unui graf ponderat orientat. Nodurile grafului reprezinta
paginile, iar muchiile au rolul link-urilor. Ponderea p;; (corespunzatoare
muchiei dintre nodurile 7 gi j) reprezinta probabilitatea ca la o navigare
aleatorie in reteaua de pagini sa se ajunga din pagina ¢ in pagina j.
In plus, putem atribui grafului o matrice de adiacenta F € R™"™ cu
componenta F;; # 0 daca intre nodurile ¢ si j exista muchie, iar E;; # 0
daca nodurile 7 gi 7 nu sunt legate de o muchie. Numarul de muchii din
graf se reflecta in numarul de elemente nenule ale matricei E; de aceea,
pentru un graf rar (cu putine muchii), matricea de adiacenta va fi rara
(va contine preponderent zerouri, vezi Fig. 14.8).

ONPy.O
6'9

Figura 14.8: Ezemplu de graf orientat.

Pentru a analiza mai indeaproape proprietatile matricei de adiacenta
rezultate din graful paginilor web, introducem urmatoarele notiuni:

Definitia 14.4.1 O matrice E € R™*" se numeste stocastica pe linii
daca are elemente nenegative (i.e. E;; > 0), iar suma pe fiecare linie
este egala cu 1. O matrice E € R™*" se numeste stocastica pe coloane
daca are elemente nenegative (i.e. E;; > 0), iar suma pe fiecare coloand
este egala cu 1.

Deoarece componentele nenule ale matricei de adiacenta E au rolul de
probabilitati, acestea sunt nenegative, iar matricea E este stocastica pe
coloane. Forma algebrica a problemei Google se reduce la a gasi vectorul
propriu corespunzator valorii proprii maxime 1, adica solutia urmatorului
sistem liniar supus constrangerilor:

EFxr==x
efz=1, x>0.
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Problema gasirii solutiei sistemului anterior se poate formula usor in
termeni de optimizare:

min f(z) (: %IIEx - x||2) (14.20)

zeR™

sl:ele =1, x>0,

unde e = [1...1]7, matricea £ € R™" este rard (elementele au valori
preponderent nule). Observam ca problema rezultata este constransa,
insa daca alegem un parametru 7 > 0 suficient de mare, putem obtine
o formulare echivalenta fara constrangeri folosind functia de penalitate
patratica:

. 1 2 T,.T 2
min F(x, ) (— §HE£E — x| + 5( x—1) ) . (14.21)
Pe baza teoremei Peron-Frobenius, observam ca putem elimina
constrangerile de inegalitate x > 0, deoarece solutia optima globala a
problemei de optimizare (14.21) satisface automat aceasta constrangere.
Datorita dimensiunilor foarte mari ale ambelor probleme considerate
(14.20) si (14.21), ne orientam atentia catre algoritmi de ordinul I,
deoarece au o complexitate scazuta per iteratie:

(i) metoda de gradient proiectat pentru cazul constrans (14.20):
Tre1 = [2x — V(@) (1,8,

(ii) metoda gradient pentru cazul neconstrans (14.21): 1 = x —
aVF(xy, 1),

in care A, ={z € R": e’z =1,z > 0} este mulfimea numita simplex si
a > 0 este un pas constant.

Rezultatele obtinute sunt prezentate in Fig. 14.9 and 14.10. Se observa
o convergenta rapida in ambele metode. De asemenea, observam ca
metoda de penalitate produce o solutie optima pentru problema originala
pentru valori relativ mici ale parametrului de penalitate 7.

14.5 invéit;are automata si clasificare

Tehnicile de invatare automata si clasificare sunt notiuni centrale in
domeniul statisticii, calculatoarelor, prelucrarii semnalelor, etc. Ambele
se ocupa in mod fundamental cu problema recunoasterii tiparelor (pattern
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00 5 10 15 20 25
Iteratii (k)

Figura 14.9: Curba de convergenia a metodei de gradient proiectat aplicata
unei probleme Google cu dimensiunea n = 102.

0 G ST ea oo )

2 . 1 2 3
Iteratii (k) «10° Iteratii (k) x10 *

Figura 14.10: Curba de convergenta a metodei de gradient pentru problema
Google cun =103, 7 = 50 (stinga); dependenta convergentei metodei
gradient de parametrul T aplicatd problemei Google pe n = 10® (dreapta).

recognition) prin dezvoltarea de modele matematice ce suporta o etapa
preliminara de antrenare (experienta), pe baza careia realizeaza operatii
de clasificare/regresie de obiecte si functii.

O parte din numeroasele aplicatii ale acestor tehnici cuprinde:

1. recunoasterea email-urilor de tip spam sau malware;
2. recunosterea vocii/fetei;
3. compresia cantitatilor uriage de date;

4. detectia de tipare in cadrul unei imagini;
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5. recunoasterea scrisului de mana.

" v
o
2 PR
s, vk e
15 it e e -
Rt ot oy
hg PN
1 £ Gl NG
o e
R o S
05 ® s LATTRIYS
EERAN S Y
O P
AR Y
ol Y :
.y v
IR R I L
0.5 u‘ ey ‘. '@
.
?-‘.‘i SAE e
1 . e sk,
W ¥ o AN
1.5 '." o SR ..
S, it
2 At T
L%

250 o

Figura 14.11: Hiperplan de separare a doua clase de obiecte.

Una dintre cele mai renumite tehnici de recunoastere/clasificare este SVM
- Support Vector Machine. Aceasta tehnica presupune determinarea unui
model matematic ce separa doua sau mai multe clase de obiecte cu o
anumita acuratete. In vederea clasificirii sau recunoagterii unui obiect
necunoscut, se introduc datele obiectului in modelul matematic, iar la
iegire se primeste id-ul clasei din care face parte. In cele mai simple
cazuri, modelul matematic cautat este reprezentat de un hiperplan H =
{y € R": aly = b} caracterizat de parametrii a € R" gi b € R. De aceea,
problema se reduce la a gasi parametrii optimi (a,b) care sa separe cat
mai bine clasele de obiecte.

Fie setul de puncte recunoscute a priori y; cu i = 1,...,m, reprezentate
in Fig. 14.11 de puncte avand doua culori diferite. Termenul recunoscute
denota ca pentru fiecare punct y; cunoastem clasa din care face parte.
Daca luam ca exemplu Fig. 14.11, putem argumenta ca se cunoaste un
parametru auxiliar ¢; cu valoarea 41 daca obiectul y; este e.g. de culoare
rosie, iar ¢; = —1 daca obiectul este de culoare albastra.

Daca datele de antrenare sunt liniar separabile, atunci putem selecta doua
hiperplane in asa fel incat ele separa datele, nu contin puncte intre ele si
maximizeaza distanta intre cele doua hiperplane. Aceste doua hiperplane

pot fi descrise de ecuatiile: a’y —b = 1si a’y —b = —1. Regiunea dintre
aceste doua hiperplane se numeste margine si este descrisa de expresia
2/l|all-

In termenii teoriei optimizarii, problema se formuleaza dupa cum
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urmeaza;
1 2
1 — 14.22
ae%}},?eR 2 lal ( )

s.l.: ci(aTyi—b) >1 Yi=1,...,m,

unde a si b reprezinta parametrii hiperplanului, iar ¢; indica clasa din
care face parte obiectul y;. Variabilele de decizie z = [a” b]T reprezinta
parametrii unui hiperplan de separare a claselor de obiecte/imagini, aga
cum se observa in Fig. 14.11. Problema de optimizare convexa patratica
avand numai constrangeri de inegalitate (14.22) o rezolvam prin metoda
de punct interior aplicata problemelor convexe (CP), metoda descrisa in
capitolul anterior.

[
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Figura 14.12: Multimea de antrenare a modelului matematic de separare:
(a) imagini ce fac parte din clasa I; (b) imagini ce fac parte din clasa II.

In continuare, exemplificam o aplicatie practica a tehnicii SVM prin
problema recunoagterii cifrei 7 dintr-o imagine. Se cunoaste ca orice
imagine poate fi reprezentata sub forma unei serii de pixeli, unde fiecare
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pixel la randul sau este definit de o valoare (e.g. intre 0 si 256) data
de culoarea acestuia. Pentru a simplifica exemplul, consideram imagini
mono-colore compuse din 49 de pixeli, in care pixelii sunt reprezentati de
nivele de gri cu valori intre 0 si 5 (vezi Fig. 14.12). In etapa de initializare
a tehnicii SVM se fixeaza o multime de antrenare compusa din diferite
imagini ce contin variante ale cifrei 7 (ce fac parte din clasa I de obiecte)
si imagini aleatorii complet diferite de cifra 7 (ce fac parte din clasa II de
obiecte). Deoarece aceasta etapa se mai numeste si antrenare, se cunoaste
pentru fiecare imagine clasa din care face parte. Fiecarei imagini 7 i se
asociaza un vector de 49 de componente (fiecare componenta luand valori
intregi intre 0 i 5) si un parametru ¢ ce reprezinta indexul clasei din care
face parte imaginea respectiva (daca ¢ = 1 atunci imaginea contine cifra
7, daca ¢ = —1 atunci imaginea este aleatorie). Pe baza acestei multimi
de antrenare, urmarim realizarea unui hiperplan de separare a acestor
doua clase.

Dorim sa rezolvam problema SVM (14.22) in contextul prezentat anterior
si, de asemenea, sa testam eficienta solutiei (hiperplanului) obtinute prin
evaluarea ratei de succes in recunoasgterea cifrei 7. Pentru aceasta alegem
un set de imagini ale cifrei 7 (vezi Fig. 14.12 (a)) si un set de imagini
aleatorii (vezi Fig. 14.12 (b)) ce reprezinta multimea de antrenare a
hiperplanului de separare.

Transformam aceste imagini din Fig. 14.12 in vectori de pixeli dupa
cum am descris mai 1nainte, apoi acestia vor fi introdusi intr-o functie
Matlab si folositi in rezolvarea problemei (14.22). In final, pentru a testa
solutia gasita z* = [(a*)” b*]7 din rezolvarea problemei convexe patratice
(14.22), calculam pentru anumite puncte de test (imagini de test date in
Fig. 14.13) valoarea hiperplanului:

a y—=>b

T < 0, atunci imaginea data de y nu contine cifra 7;
>0, atunci imaginea data de y contine cifra 7.

Putem trage urmatoarele concluzii:

daca testam hiperplanul cu diferite imagini aleatorii cu densitate
mare de pixeli gri (vezi Fig. 14.13) si respectiv, imagini cu cifra
7 transformata in diverse moduri (translatie la stanga/dreapta,
inclinare, etc.) atunci rezultd o rata de succes (recunoastere
corectd) de aproximativ 80%;

daca pentru testare consideram imagini aleatorii cu densitate mica
(vezi Fig. 14.12 (b)) si respectiv, imagini cu cifra 7 transformata
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Figura 14.13: Exemple de imagini de test aleatorii, ce contin cifra 7 sau cu
densitate ridicata de pizeli gri.

in diverse moduri (translatie la stanga/dreapta, inclinare, din Fig.
14.13), atunci rezulta o rata de succes de aproximativ 52%.

Motivatia ratei mici de succes in cel de-al doilea caz este data de doi
factori: (i) similaritatea ridicata intre imaginile cu densitate mica de
pixeli si cele ce contin cifra 7; (ii) numarul relativ mic de imagini de
antrenare, in cazul nostru 20 de imagini test. Evident, cu cat multimea de
antrenare contine mai multe date (imagini) cu atat hiperplanul rezultat
este mai eficient in recunoasterea noilor obiecte.



Apendice A

Notiuni de algebra liniara si
analiza matematica

In acest capitol reamintim pe scurt notiunile de baza din algebra liniara
si analiza matematica ce se vor fi utilizate in aceasta lucrare. Pentru mai
multe detalii si demonstratii ale rezultatelor prezentate in acest capitol
se pot consulta cartile [4,8,17] pentru algebra liniara si [15, 16] pentru
analiza matematica.

A.1 Notiuni de analiza matriceala
In cadrul acestei lucriri fixim simpla conventie de a considera vectorii

x € R™ vectori coloani, i.e. = = [z ---x,]7 € R”. In spatiul Euclidian
R™ produsul scalar este definit dupa cum urmeaza:

(w,y) ="y = xy
=1

Unde nu se specifica, norma considerata pe spatiul Euclidian R" este
norma Euclidiana standard (i.e. norma indusa de acest produs scalar):

ol = v/ Gaw) = || > a

Alte norme vectoriale des intalnite sunt:

n
Izl =D lwil st [lolle = max [a].
P i=1,...n
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Unghiul # € [0, 7] dintre doi vectori nenuli z si y din R” este definit de:

cosf = L‘w
]| - [yl
Orice norma || - || in R™ are o normda duald corespunzatoare || - ||* definita
de:
t = R".
lyll" = gax _ (z.y) Vy€

Se poate arata ca ||zl = ||z||f st |z|i = ||z||% pentru orice vector
x € R™.

O relatie fundamentala ce se foloseste intens in acest curs este inegalitatea
Cauchy-Schwarz definita de urmatoarea relatie intre produsul scalar
dintre doi vectori si normele duale corespunzatoare:

[z, )| < llll - lyll™ ¥ 2,y € RY,

egalitatea avand loc daca si numai daca vectorii x gi y sunt vectori liniar
dependenti. Observam ca aceasta inegalitate este o consecinta imediata
a definitiei normei duale.

Spatiul matricelor de dimensiune (m,n) este notat cu R™*™. Urma unei
matrice patratice Q = [Q;;];; € R™*™ este definita de relatia:

Tr(Q) = Z Qii-
i=1
In spatiul matricelor de dimensiune (m,n) definim produsul scalar
folosind notiunea de urma:
(Q, Py =Tr(Q"P) =Tr(QP") VQ,P € R™",
Din proprietatile produsului scalar rezulta:
Tr(QPR) = Tr(RQP) = Tr(PRQ),

oricare ar fi matricele @), P si R de dimensiuni compatibile. In consecinta,
pentru matricele patratice () € R™*™ avem de asemenea relatia:

' Qr = Tr(Qua’) Vo € R™

Pentru o matrice patratica () € R™*™ un scalar A € C gi un vector nenul
x ce satisfac ecuatia Qxr = Ax se numesc valoare proprie si respectiv,
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vector propriu al matricei ). O relatie echivalenta ce descrie perechea
valoare-vector propriu este data de:

M, —Q)x=0, ©+#0,
i.e. matricea \I,, — () este singulara, de aceea,
det(A, — Q) = 0.
In acest scop, polinomul caracteristic al matricei () este definit de:
Po(N) = det(AL, — Q).

Evident, multimea de solutii ale ecuatiei pg(A) = 0 coincide cu
multimea de valori proprii ale lui ). Multimea tuturor valorilor proprii
corespunzatoare matricei () este denumita spectrul matricei () si se
noteaza cu A(Q) = {1, -, \,}. Folosind aceasta notatie avem:

PoA) = (A =A1) - (A=A

si rezultd po(0) = [[_,(—X). Din discutia precedenta se obtine
urmatorul rezultat:

Lema A.1.1 Urmatoarele relatii au loc pentru orice matrice patratica

Q E RHXH:

det(Q) =[N si THQ) =) _ N
i=1 i=1
MN(QF) =N si Mi(al, +BQ)=a+ B\ Va,BER sii=1,--- n.
Notam cu S™ spatiul matricelor simetrice:
Sn — {Q c Rnxn . Q — QT}

Pentru o matrice simetrica () € S™ valorile proprii corespunzatoare
sunt reale, i.e. A(Q) C R. O matrice simetrica @) € S™ este pozitiv
semidefinita (notatie @ = 0) daca

7'Qr >0 VYreR"
si pozitiv definita (notatie @ > 0) daca
Qx>0 VreR" z#0.

Precizam ca ) = P daca Q— P = 0. Notam multimea matricelor pozitiv
(semi)definite cu (S7)S%, . Mai departe, avem urmatoarea caracterizare
a unei matrice pozitiv semidefinite:
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Lema A.1.2 Urmatoarele echivalente au loc pentru orice matrice
simetrica @Q € S™:

(i) matricea Q este pozitiv semidefinita;

(ii) toate wvalorile proprii ale matricei Q) sunt ne-negative (adica \; >
0Vi=1,...,n);

(1) toti minorii principali ai lui Q) sunt ne-negativi;

(iv) existd o matrice L astfel incat Q = LT L.

In continuare, folosim notatia Ani, §1 Amax pentru cea mai mica si
respectiv, cea mai mare valoare proprie a unei matrice simetrice Q € S™.
Atunci,

T
o . ' Qu . : T
Amin = min — = min =z Qx
xeR™: 240 ' X z€R™: ||z||=1
T
- r” Qu _ T
Amax = Imax —— = max Q.
z€R™: 240 T T z€R™: ||z||=1

In concluzie avem:
)\minIn j Q j )\maxIn-

Putem defini norme matriceale utilizand norme vectoriale. Fie normele

vectoriale || - ||" pe R” si || - [|” pe R™, atunci putem defini o norms
matriciala indusa pe spatiul matricelor R™*™ prin urmatoarea relatie:
"
1QI:» = sup Q=] = sup |Qz||” VQ e R™™

zERM™: x£0 Hle z€R™: ||z||' =1

Pentru norma vectoriala FEuclidiana norma matriciala indusa este data

de: »
1QI = (Amax(QTQ)) ™.

De asemenea, norma Frobenius a unei matrice este definita prin relatia:

IRIr= D> @

i=1 j=1

1/2

Reamintim de asemenea o formula pentru inversarea de matrici,
numita formula Sherman-Morrison- Woodbury: fie o matrice A € R"*"
inversabila si doua matrice U si V in R™P, cu p < n. Atunci matricea
A+UVT este inversabild daca si numai daca matricea I, + VT A™IU este
inversabila si in acest caz avem:

(A+UVH) "t =A"t - AU, +viAtU) T tvT AL
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Un caz particular al acestei formule este urmatorul: pentru doi vectori
u,v € R"

1

- A hwTAT.
1+0TA 1y b

(A+ uvT)_1 = At

A.2 Notiuni de analiza matematica

In cadrul acestei lucrdri ne vom concentra atentia preponderent asupra
conceptelor, relatiilor si rezultatelor ce implica functii al caror codomeniu
este inclus in R = R U {+oc0}. Pentru inceput, o observatie importanta
pentru rigurozitatea rezultatelor ulterioare este aceea ca domeniul efectiv
al unei functii scalare f se poate extinde (prin echivalentd) la intreg
spatiul R" prin atribuirea valorii +o0o functiei in toate punctele din afara
domeniului sdu. In cele ce urmeazd considerim cd toate functiile sunt
extinse implicit. O functie scalard f : R® — R are domeniul efectiv
descris de multimea:

domf ={z e R": f(z) < +oo}.

Functia f se numeste diferentiabila in punctul z € domf daca exista un
vector s € R" astfel incat urmatoarea relatie are loc:

flx+y) = f(z)+(s,y) + R(|lyl]) Yy € R",

unde lim 2D
238 Tl

gradientul functiei f in punctul z si se noteaza cu Vf(z). Cu alte
cuvinte, functia este diferentiabila in x daca admite o aproximare liniara
de ordinul I in punctul x. Observam ca gradientul este unic determinat
si este definit de vectorul cu componentele:

= 0 si R(0) = 0. Vectorul s se numeste derivata sau

Vf(z) =

Functia f se numeste diferentiabila pe multimea X C domf daca este
diferentiabila in toate punctele din X.
Expresia (in conditiile in care limita de mai jos exista):

Fasd) — t 11D~ @)

t—+0 t
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se numeste derivata directionala a functiei f in punctul z € domf de-a
lungul directiei d € R™. Precizam ca derivata directionala poate exista
de asemenea pentru functii nediferentiabile, dupa cum observam din
urmatorul exemplu:

Exemplul A.2.1 Pentru functia f : R" — R, f(z) = ||z]1 avem ca
derwata directionala in punctul x = 0 de-a lungul oricarei directin d € R™
este data de expresia f'(0;d) = ||d||1, insa f nu este diferentiabila in
punctul x = 0.

In cazul in care functia este diferentiabila, atunci:

f'(w;d) = (Vf(x),d).

O functie scalara f : R® — R se numeste diferentiabila de doua ori
in punctul x € domf daca este diferentiabila in x si exista o matrice
simetrica H € R"*" astfel incat:

flo ) = @)+ (TS (@)} + 5o  He+ R(IyIP) Vy € R,

. R 2
unde lim 2%
=]

noteaza cu V2f(x). In concluzie, o functie este diferentiabila de doua
ori in punctul x daca admite o aproximare patratica de ordin doi in
vecinatatea lui x. Ca gi in cazul gradientului, matricea Hessiana este
unica in cazurile in care exista si este simetrica avand componentele:

= 0. Matricea H se numeste matricea Hessiana si se

Pfx) .. 0f(x)
) 0%z 0x10xn

Pfx . ()

O0xn 01 02z,

Functia f se numeste diferentiabila de doua ori pe multimea X C domf
daca este diferentiabila de doua ori in fiecare punct din X. Matricea
Hessiana poate fi considerata derivata vectorului V f:

Vi@ +y) = Vi) + Vi ()y +R(yl).

Exemplul A.2.2 Fie f o functie patratica:

1
flz) = §$TQ$ +q "z +
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unde ) € R™™"™ este matrice simetrica. Atunci, este evident ca gradientul
lui f in orice punct x € R™ este:

Vf(x)=CQx+q
1ar matricea Hessiana in punctul x este:
Vif(z) = Q.

O functie diferentiabila cel putin o data se numeste functie neteda
(smooth). O functie diferentiabila de k ori, cu derivata de ordinul k
continua apartine clasei de functii C*.

Pentru o functie diferentiabila ¢ : R — R, avem aproximarea Taylor de
ordinul I exprimata in termeni de valoare medie sau integrala:

9(b) — g(a) = ¢'(a) (b — a) = / §(r)dr,

pentru un anumit « € [a, b]. Aceste egalitati pot fi extinse la orice
functie diferentiabila f : R™ — R folosind relatiile precedente adaptate
pentru functia g(t) = f(x +t(y — x)) si utilizand regulile de diferentiere:

g (1) = (Vf(x+7(y—2)),y —z)

si deci pentru orice x,y € domf:
fy)=f@) + (Vi +aly—2z))y—=z) acl0 1]

) = f(x) + / (V@ + 7y — 1)),y — 2)dr

Urmatoarele extensii sunt posibile:

Vi) = Vi) + / (V2 (e + 7y — 2)),y — a)dr

F9) = £(@) + (Y F(@)y = ) + 5y~ 0)TVF( + aly — 2)(y — o)

pentru un « € [0, 1]. O functie diferentiabila f : R" — R are gradient
Lipschitz continuu daca exista o constanta L > 0 astfel incat

IVf(z) = V)l < Lllx =yl Vz,y € domf.

Folosind aproximarea Taylor se obtine urmatorul rezultat:
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Lema A.2.1 (i) O functie diferentiabila de doud ori f : R" — R are
gradient Lipschitz continuu daca si numai daca urmatoarea inegalitate
are loc:

IV2f(z)|| < L Vz € domf.

(i) Daca o functie diferentiabila f are gradientul Lipschitz continuu,
atunci urmatoarea ineqalitate are loc:

L
) = (@) = (VI(2),y o) < Slly —2l* Va,y € domf.
Din Lema A.2.1 rezulta ca functiile diferentiabile cu gradient Lipschitz

continuu sunt marginite superior de o functie patratica, cu forma speciala
careia 1i corespunde o matrice Hessiana L - [,:

F) < Sy —all? +(VF(),y — 2) + £(x) Vary € dom.

Notam cu F i’l(R”) clasa de functii diferentiabile, convexe, cu gradient
Lipschitz continuu. Pentru o functie f din aceasta clasa, urmatoarea
inegalitate are loc:

TIVF@) = VI@)IE < (V7) ~ Vi)a—y) Vay € domf.

O functie diferentiabila de doua ori are Hessiana Lipschitz continua daca
exista o constanta M > 0 astfel incat:

IV?f(x) = V2f(y)| < Mlz —y|| Vo,y € domf.
Pentru aceasta clasa de functii avem urmatoarea caracterizare:

Lema A.2.2 Pentru o functie diferentiabila de doua ori f: R™ — R cu
Hessiana Lipschitz continua avem.:

M
IVI@y) = V@) = V(@) y = 2)ll < Flly =2l Va.y € dom.
Mai mult, urmatoarea inegalitate are loc:

~Mla -yl L=V (2) = V* ()< M|z = yl|L, Yo,y € domf.
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Pentru o functie h: R™ — RP, cu h(z) = [h(x)...hy(x)]", notam

Jacobianul sau prin Vh(z), unde Vh(z) este o matrice p xn cu elementul
Oh, e
aT(f) pe pozitia (i, j):

Ohi(x Ohi(x
81x(1 . a;(n) Vhl(x)T
Vh(zr)=| : ol = :
Heno ) then Vhy(z)"

Teorema functiilor implicite se foloseste des In optimizare si in alte
domenii ale matematicii.

Teorema A.2.1 (Teorema functiilor implicite) Fie F': R" xR™ —
R™ o functie continua astfel incat:

(i) F(z*,0) =0 pentru un z* € R";
(ii) functia F este de clasa C' intr-o vecindtate a lui (x*,0);
(111) V. F(x,u) este inversabila in punctul (z,u) = (x*,0).

Atunci existd o vecindtate Ny a lui z*, o vecindtate Ny a lui 0 $i o functie
continud x : N1 — Ny astfel incdt x(0) = x* si F(x(u),u) = 0 pentru
orice u € Ny. Mai mult, x este definitd in mod unic si daca F este in
clasa C* pentru un k > 0, atunci si functia implicitd x este in clasa C*
cu Jacobianul dat de expresia:

VX(“) == (VxF(X(U), u))_l VUF(X(U),U)

Presentam, de asemenea teorema minimax care are foarte multe aplicatii
in teoria jocurilor, dar dupa cum vom vedea se aplica si in teoria
optimizarii. Aceasta teorema a fost formulata si analizata de von
Neumann in 1928 pentru functii biliniare si apoi extinsa la functii mai
generale. Teorema trateaza o clasa de probleme de optim care implica
o combinatie intre maximizare §i minimizare. Consideram o functie
F:R" x R™ — R si doua multimi convexe X C R" gi {2 C R™. Pentru
orice u € ) putem considera minimul functiei F'(u,x) pe x € X si apoi
lua supremul acestui infimum ca functie pe €2, i.e.:

inf F .
oup 12 P2

Pe de alta parte, putem considera si

inf F :
s2sup Flws)
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Daca valorile optime ale celor doua probleme sunt egale, i.e. supinf si
inf sup sunt egale, atunci valoarea optima comuna se numeste valoarea
minimaz sau valoarea sa. Se pune problema determinarii de conditii cand
valoarea minimax exista. Se poate arata usor ca urmatoarea inegalitate
are loc:

sup inf F(u,x) < inf sup F(u,z).

ueQ TEX r€X 4eQ
Se observa de asemenea ca valoarea minimax este atinsa daca exista o
pereche (u*, z*) astfel incat (u*,z*) € Q x X si:

F(u,z*) < F(u*,2") < F(u*, x) Vu e, z e X.
Numim o astfel de pereche (u*,z*) punct sa.

Teorema A.2.2 (Teorema minimax) Fie Q si X multimi conveze i
cel putin una din ele compacta si presupunem ca functia F este continua
si concava in variabila u si convexa in variabila x. Atunci:

inf F = inf F .
oupluf, F(un) = Inf sup Flu)

Multi algoritmi iterativi de optimizare pot fi scrisi sub forma:
L1 = M(.Q?k) Vk 2 O,

in care functia M : X — X cu X C R". Un vector z* € X ce satisface
conditia x* = M(2*) se numeste punct fiz pentru M si pentru iteratie.
De asemenea, daca exista 0 < [ < 1 astfel incat operatorul M satisface
conditia:

[M(z) — M(y)|| < Bllz -yl Vr,y€X,

atunci acest operator se numeste contractie.  Urmatoarea teorema
furnizeaza proprietati importante pentru o contractie:

Teorema A.2.3 (Teorema contractiei) Presupunem ca M este o
contra- ctie si X este mulfime inchisa. Atunci, exista un punct fix
unic ¥ € X pentru M si pentru orice ro € X sirul generat de
iteratia xxy 1 = M(xy) converge la punctul fix z*. In particular, rata
de convergentd este liniara: ||x), —x*|| < 8¥||zo — x*|| pentru orice k > 0.

Probleme rezolvate dar si multe exercitii propuse se gasesc in culegerea de
probleme [1], care poate si trebuie sa fie consultata pentru aprofundarea
bazelor teoretice prezentate in lucrarea de fata.
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